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Mathématiques — BTS Travaux Publics
Module A — Suites numériques

lére année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
1A1 Mode de génération d'une suite ; suites croissantes, décroissantes 1
1A2 Suites arithmétiques : terme général, somme de termes consécutifs 1
1A3 Suites géométriques : terme général, somme de termes consécutifs 1
1A4 Limite d'une suite géométrique ; recherche de seuils 2




1A1 — Mode de génération d'une suite ; suites croissantes,
décroissantes

1A1 — Mode de génération d'une suite ;
suites croissantes, décroissantes

u,a

u (valeurs)
N

0 1 2 3 4 5 6 7 n
n (rang)

[ @ Représentation d'une suite : chaque terme correspond a un rang entier.

Une suite numérique est une liste ordonnée de nombres réels, indexée par les entiers naturels. Elle permet de modéliser
I'évolution d'une grandeur qui prend des valeurs a des instants ou des étapes discrets (année par année, couche par
couche, mois par mois).

Définition
Une suite numérique (un) est une fonction qui, a tout entier naturel n (ou a tout entier naturel n = n,), associe un réel un
appelé terme de rang n (ou terme d'indice n). u, est le premier terme si la suite est définie a partir de n = 0.

Modes de génération d'une suite

Une suite peut étre définie de deux facons principales :
— explicitement, par une formule donnant un en fonction de n directement, par exemple un=3n+2;

— par récurrence, en donnant le premier terme et une relation qui permet de calculer chaque terme a partir du (ou des)
terme(s) précédent(s), par exemple up = 5 €t Un,y = 2un - 1.

Calcul de termes

Pour une suite définie explicitement, on calcule un en remplacant n par sa valeur. Pour une suite définie par récurrence,
on calcule les termes de proche en proche : u,, puis u, a partir de u,, puis u, a partir de u,, etc. Ce calcul est naturellement
adapté a une programmation par boucle (« pour » ou « tant que ») sur calculatrice, tableur ou dans un langage comme
Python.

Sens de variation

Une suite (un) est croissante si, pour tout n, un.; = un (chaque terme est supérieur ou égal au précédent). Elle est
décroissante si, pour tout n, un.; < un. En pratique, sur un intervalle d'étude donné, on étudie le signe de la différence un.,
- Un, ou I'on compare le quotient un.,/ un a 1 lorsque tous les termes sont strictement positifs.

Représentation graphique

On représente une suite par un nuage de points (n ; un) — les points ne sont pas reliés entre eux, car n varie de facon
discréte (on ne définit pas un pour n non entier). Cette représentation, obtenue a 'aide d'une calculatrice ou d'un tableur,
permet de visualiser rapidement le comportement global d'une suite (croissance, décroissance, stabilisation, oscillation).



Exemple résolu

Enoncé
Le tassement d'un remblai routier est modélisé par la suite (un) définie par u, = 12 (tassement initial en
mm) et, pour tout entier n, Un,; = 0,8 un + 1.

1) Calculer uy, u, et us.

2) Etudier le sens de variation de la suite sur ces premiers termes.

Résolution
1)u;=0,8x12+1=9,6+1=10,6

u,=0,8x10,6+1=848+1=9,48
u;=0,8x9,48+1=7,584+1=28,584
2)u1-Ug=10,6-12=-14<0;u,-u,=9,48-10,6=-1,12<0; u; - u, = 8,584 - 9,48 = -0,896 < 0.

Sur ces premiers termes, chaque différence est négative : la suite est décroissante (le tassement diminue
progressivement, ce qui est cohérent avec un phénomeéne qui se stabilise).

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de I'évolution de grandeurs discrétes : amortissement d'un emprunt, tassement
d'un remblai par couches successives, dégradation périodique d'un revétement, suivi d'indicateurs de chantier période par période.



1A2 — Suites arithmeétiques : terme général, somme de termes
consecutifs

1A2 — Suites arithmétiques :
terme général, somme de termes consécutifs

Exemple concret : pose de trongons de bordure de trottoir de longueurs croissantes

5 : = Terme général : Somme de n termes consécutifs :
Suite arithmétique =
u,=uy+(n-1)xr ] i
premier terme : u;=15m 3 ey [ Sp = 3 x (uy + up)
raison: r=3m u, =15+ ({n-1) x 3
avec u, =u; +(n-1)xr
=12 + 3n

R e e e e e e e i e e o st ot adarel Sat it et bt S
i _‘@_ A chaque nouveau trongon, on ajoute toujours r = 3 m. E Trongon de bordure
i = Les longueurs forment une suite arithmétique croissante. | ---- Joint entre deux troncons

Les suites arithmétiques modélisent une évolution a variation constante : on ajoute (ou on retranche) toujours la méme
quantité d'un terme au suivant.

Définition
Une suite (un) est arithmétique s'il existe un réel r, appelé raison, tel que pour tout n, un.; = un + r. Autrement dit, on
passe d'un terme au suivant en ajoutant toujours la méme valeur r.

Terme général

Si (un) est arithmétique de premier terme u, et de raison r, alors pour tout entier naturel n: un = u, + n xr. Plus
généralement, entre deux termes quelconques d'indicespetn:un=u_p+(n-p) xr.

Somme de termes consécutifs
La somme S des n premiers termes d'une suite arithmétique (de u, a u_{n-1}, soit n termes) est donnée par :

S = n x (premier terme + dernier terme) / 2.

Cette formule, dite « somme = nombre de termes x moyenne du premier et du dernier terme », reste valable pour la
somme de termes consécutifs quelconques d'une suite arithmétique. En pratique, on utilise la calculatrice ou un tableur
(fonction somme) pour vérifier ou calculer rapidement cette somme sur un grand nombre de termes.

Exemple résolu

Enoncé
Une entreprise de travaux publics prévoit de poser des bordures de trottoir par troncons de longueur
croissante. Le premier troncon mesure 15 m et chaque trongon suivant est 3 m plus long que le précédent.

1) Exprimer la longueur €x du troncon de rang n (le premier troncon étant de rang 0) en fonction de n.
2) Calculer la longueur du 10° troncon (rang 9).

3) Calculer la longueur totale posée pour les 10 premiers trongons.

Résolution
1) La suite (€n) est arithmétique de premier terme €, = 15 et de raison r = 3, donc €n = 15 + 3n.




2)€,=15+3%x9=15+27=42m.

3) Somme des 10 premiers termes (rangs0a 9) : S=10x (€, +€,) /2=10x (15+42) /2=10x%x 57 / 2 = 285
m.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de I'évolution de grandeurs discrétes : amortissement d'un emprunt, tassement
d'un remblai par couches successives, dégradation périodique d'un revétement, suivi d'indicateurs de chantier période par période.



1A3 — Suites géométriques : terme géenéral, somme de termes
consecutifs

1A3 — Suites géométriques :
terme général, somme de termes consécutifs

Décroissance de 'épaisseur d’une couche de chaussée au fil des années (suite géométrique décroissante)

Epaisseur (mm)

A Suite géométrique
70 premier terme : ug = 60 mm
raison:g=05 0<g<1
T 4 q (0<qg<1)
50 : Terme général :
o S T
1
: u, = 60 x (0,5)"
30 ® - . :
20 i Somme de n + 1 termes :
1
| g
10 ‘ ______ al Sn =Ug X ———
&--—-- e Bt - l1-g¢g
0 aaaas s > avec0<g<1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Années
R S S S S S e R S S S S S oS eSS s SonssTe s 5
i _‘O_ Chaque année, 'épaisseur est multipliée par g = 0,5. ‘ @ Epaisseur mesurée chaque année
1 |
= Lasuite décroit et tend vers 0 : 'épaisseur se stabilise autour d'un palier trés faible. | | ---- Evolution (facteur ¢ = 0,5 par an)
|

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Les suites géométriques modélisent une évolution a taux constant : chaque terme est obtenu en multipliant le précédent
par un méme facteur (croissance ou décroissance exponentielle discréete).

Définition
Une suite (un) est géométrique s'il existe un réel q, appelé raison, tel que pour tout n, un.; = g X un. On passe d'un terme
au suivant en multipliant toujours par la méme valeur q.

Terme général

Si (un) est géométrique de premier terme u, (non nul) et de raison q (non nulle), alors pour tout entier naturel n : un = u,
x g". Plus généralement, entre deux termes d'indices p et n : un = u_p x g*(n-p).

Somme de termes consécutifs
Siq# 1, lasomme S des n premiers termes (de u, a u_{n-1}) d'une suite géométrique de raison q est :
S=uox(1-9")/(1-q).

Cette formule est fournie dans le référentiel si nécessaire ; en pratique on la met en ceuvre a la calculatrice ou au tableur
plutét que de la redémontrer.

Contexte

Les suites géométriques modélisent typiquement une évolution en pourcentage constant : une augmentation de t % par
étape correspond a une raison q = 1 + t/100, une diminution de t % correspond a q = 1 - t/100.

Exemple résolu

Enoncé
Un matériau de chaussée perd 4 % de son épaisseur utile chaque année sous |'effet de I'usure. L'épaisseur
initiale est de 80 mm.

1) Modéliser I'épaisseur en (en mm) aprés n années par une suite géométrique ; donner sa raison q.
2) Calculer I'épaisseur restante aprés 5 ans.

3) Calculer, a I'aide de la formule de la somme, la somme e, + €, + ... + €,.




Résolution
1) Une perte de 4 % par an correspond a une raison g = 1 - 4/100 = 0,96. La suite (en) est géométrique de
premier terme e, = 80 et de raison g = 0,96 : en = 80 x 0,96".

2) es =80 x0,96° = 80 x 0,8154 = 65,2 mm.

3) Somme des 5 premiers termes (n =5, rangs 03 4) : S=80x (1-0,96°) / (1 -0,96) =80 x (1 - 0,8154) /
0,04 = 80 x 4,614 = 369,1 (somme des épaisseurs des 5 premiéres années, sans signification physique
directe mais utile, par exemple, pour un calcul de moyenne).

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de I'évolution de grandeurs discrétes : amortissement d'un emprunt, tassement
d'un remblai par couches successives, dégradation périodique d'un revétement, suivi d'indicateurs de chantier période par période.



1A4 — Limite d'une suite géométrique ; recherche de seuils

1A4 — Limite d'une suite géométrique ;
recherche de seuils

Initialisation
n<20

u< Uug

Afficher n
(seuil atteint)

Condition vérifiée ?

u < seuil

Mise a jour

n<—n-+1

Uueqgxu

Algorithme : recherche du plus petit rang n tel que u, < seuil

pour une suite géométrique u, = ug X q" avec0 < g < 1.

On s'intéresse ici au comportement d'une suite géométrique lorsque n devient tres grand, et a la recherche pratique, a
l'aide d'un algorithme, du rang a partir duquel un terme franchit un seuil donné.

Comportement d'une suite géométrique a l'infini
Soit (un) une suite géométrique de premier terme u, # O et de raison q :
—siq>1etu, >0, la suite tend vers +oo (croissance exponentielle) ;

—si0<q<1,lasuite tend vers 0 (décroissance vers zéro) ;



— sig =1, lasuite est constante ;
— si-1< <0, lasuite tend vers 0 en oscillant de signe ;
— siqg < -1, la suite n'a pas de limite (elle oscille avec une amplitude qui reste constante ou augmente).

Ce comportement s'observe expérimentalement a I'aide d'un tableur ou d'une calculatrice, en calculant un grand nombre
de termes.

Notion de seuil

On appelle seuil un rang n, a partir duquel la suite (un) vérifie une condition donnée pour tout n = n,, par exemple un > a
(aréel donné) ou |un| < 107" (p entier naturel donné, correspondant a une précision recherchée).

Recherche algorithmique d'un seuil

On détermine ce rang a I'aide d'un algorithme simple, reposant sur une boucle « tant que » : on initialise n a 0 et u a u,,
puis, tant que la condition n'est pas vérifiée, on incrémente n de 1 et on met a jour u (u <~ g x u) ; la boucle s'arréte dés
que la condition est satisfaite, et n contient alors le rang cherché. Ce type de programme peut étre écrit sur calculatrice,
en Python, ou reconstitué a I'aide des fonctions d'un tableur (recopie vers le bas jusqu'a atteindre la condition).

Exemple résolu

Enoncé
On reprend la suite (en) de |'épaisseur de chaussée, en = 80 x 0,96" (en mm).

1) Quelle est la limite de la suite (en) lorsque n tend vers +oo ? Interpréter.

2) Ecrire un algorithme permettant de déterminer le plus petit rang n a partir duquel ex < 50 (seuil
réglementaire de renouvellement de la couche de roulement).

3) Déterminer ce rang par le calcul (a I'aide d'essais successifs ou d'un tableur).

Résolution
1) Comme 0 < 0,96 < 1, la suite géométrique (en) tend vers 0 quand n tend vers +oo : |'épaisseur s'use
indéfiniment vers 0 dans ce modéle théorique (en pratique, un entretien intervient bien avant).

2) Algorithme :

n<0

e < 80

Tantquee 250:
e« 0,96 xe
n<n+1

Afficher n

3) En itérant : €,=80, e,=76,8, €,=73,73, €,=70,78, €,=67,95, €:=65,23, €,=62,62, €,=60,11, es=57,71,
89=55,4, e10=53,19, e11=51,06, e12=49,02.

Le seuil en < 50 est franchi pour la premiére fois au rang n = 12 (e, = 49,0 mm < 50 mm) : il faut prévoir un
renouvellement de couche de roulement avant la 12° année.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de |'évolution de grandeurs discrétes : amortissement d'un emprunt, tassement
d'un remblai par couches successives, dégradation périodique d'un revétement, suivi d'indicateurs de chantier période par période.



Exercices d'application

Ex. A1 — Emprunt pour I'achat d'un engin de chantier

Enoncé
Une entreprise contracte un emprunt de 50 000 € remboursé par annuités constantes. Le capital restant d( aprés n
années, noté Cn, vérifie C, = 50 000 et Cn,, = 1,03 x Cn - 6 500.

1) Calculer C, et C,.

2) Ecrire un algorithme permettant de déterminer le nombre d'années nécessaires pour que le capital restant di
devienne négatif ou nul (I'emprunt est alors soldé).

3) En itérant le calcul, déterminer ce nombre d'années.

Corrigé
1) C, = 1,03 x 50000 - 6500 = 51500 - 6500 = 45000.

C,=1,03 x 45000 - 6500 = 46350 - 6500 = 39850.
2) Algorithme :
n<o0
C < 50000
TantqueC>0:
C« 1,03 xC- 6500
n<n+1
Afficher n

3) Enitérant : C,=50000, C,=45000, C,=39850, C,=34545,50, C,=29081,87, Cs=23454,32, C,=17657,95, C,=11687,69,
Cs=5538,32, C, = 1,03x5538,32 - 6500 = 5704,47 - 6500 = -795,53.

Le capital restant di devient négatif au bout de n = 9 ans : I'emprunt est soldé a la 9° annuité (la derniére annuité étant
en réalité ajustée pour ne pas dépasser le capital restant, mais le modéle donne bien un ordre de grandeur de 9 ans).

Ex. A2 — Renouvellement d'un parc de compacteurs

Enoncé
Une entreprise posséde 8 compacteurs. Chaque année, elle revend 25 % de son parc (usure, obsolescence) et achéte 3
compacteurs neufs. On note pn le nombre de compacteurs possédés aprés n années, avec po = 8 et pn.1 =0,75 pn+ 3.

1) Calculer p,, p. et p; (arrondis a l'unité).
2) La suite (pn) semble-t-elle croissante, décroissante, ou se stabiliser ? Justifier sur les valeurs calculées.

Corrigé
1) p;=0,75x8+3=6+3=9.

p.=0,75x9+3=6,75+3=9,75=10.
p=0,75x%x9,75+3=7,3125+ 3= 10,3125 = 10.

2) po=8<py=9<p,=975<p;=10,31: les valeurs augmentent mais de moins en moins vite (les écarts successifs 1 ;
0,75 ; 0,5625 diminuent) : la suite semble croissante et se stabiliser progressivement vers une valeur limite (que I'on
retrouverait en résolvant € = 0,75€ + 3, soit € = 12 compacteurs).



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Une suite (un) vérifie u, = 5 et un., = un + 3 pour tout n. Quelle est la nature de cette suite ?

A. Arithmétique de raison 3 v (réponse correcte)

B. Géométrique de raison 3

C. Arithmétique de raison 5

D. Ni arithmétique ni géométrique

Explication : On ajoute toujours 3 pour passer d'un terme au suivant : la suite est arithmétique de raison 3 (premier terme 5).

Question 2. Soit (un) une suite géométrique de raison q avec 0 < g < 1 et u, > 0. Que vaut la limite de (un) quand n tend
vers +oo ?

A. +oo

B.0 v (réponse correcte)

C. uo

D. Elle n'a pas de limite
Explication : Pour une suite géométrique de raison q telle que 0 < g < 1, la suite tend vers 0.

Question 3. Une suite arithmétique a pour premier terme u, = 4 et pour raison r = 5. Que vaut uy, ?

A. 45

B. 50

C.54 v (réponse correcte)

D. 59

Explication : un = u, + nxr, donc u,, = 4 + 10x5 = 4+ 50 = 54.

Question 4. Pour une suite arithmétique de premier terme 2 et telle que le 10° terme (u,) vaut 20, quelle est la somme
des 10 premiers termes (de u, a u,) ?

A. 100

B. 110 v (réponse correcte)

C. 120

D. 220

Explication : S = n x (premier terme + dernier terme) / 2= 10x (2+20) /2= 10x 11 = 110.

Question 5. Pour rechercher, par algorithme, le rang a partir duquel une suite géométrique décroissante passe sous un
seuil donné, quelle structure de contréle utilise-t-on typiquement ?

A. Une boucle « pour » 3 nombre d'itérations fixé a I'avance
B. Une boucle « tant que » v (réponse correcte)

C. Une instruction conditionnelle « si »

D. Aucune boucle n'est nécessaire

Explication : Le nombre d'itérations n'étant pas connu a l'avance, on utilise une boucle « tant que » qui s'arréte dés que la condition (le
seuil) est atteinte.



Mathématiques — BTS Travaux Publics
Module B — Fonctions d'une variable réelle

lére année

Notions du module

Code Notion Durée (h)

1B1 Fonctions de référence (affine, polyndme du 2nd degré, In, exp, racine carrée, sinus, 1
cosinus)

1B2 Dérivation : dérivées usuelles, opérations sur les dérivées 2

1B3 Etude des variations d'une fonction ; tableau de variation 2

1B4 Recherche d'une valeur approchée d'une racine (balayage, dichotomie, méthode de 2
Newton)

1B5 Limites de fonctions ; asymptotes

1B6 Développement limité en 0 d'une fonction ; tangente 1

1B7 Courbes paramétrées (exemples polynomiaux) 1




1B1 — Fonctions de référence

[ 1B1 — Fonctions de référence
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(période : 2m)

A
[ -O- Repeéres identiques : mémes unités sur les axes pour comparer les formes des courbes. ]

Certaines fonctions usuelles reviennent constamment dans la modélisation de phénomenes techniques ; il est
indispensable d'en connaitre la courbe représentative et les propriétés de base pour les reconnaitre et les exploiter
rapidement.

Fonctions affines

f(x) = ax + b, représentée par une droite de coefficient directeur a et d'ordonnée a I'origine b. Croissante si a > 0,
décroissante si a < 0, constante sia =0.

Fonctions polynomes du 2nd degré

f(x) = ax® + bx + ¢ (a # 0), représentée par une parabole, de sommet d'abscisse -b/(2a). La parabole est tournée vers le
haut si a > 0 (minimum au sommet), vers le bas si a < 0 (maximum au sommet).

Fonction logarithme népérien

f(x) = In(x), définie et strictement croissante sur ]O ; +oo[, avec In(1) = 0 et lim en 0* = -oo, |lim en +oo = +oo. Elle transforme
un produit en somme : In(ab) = In(a) + In(b).

Fonction exponentielle de base e

f(x) = e*, définie et strictement croissante sur R, avec e® = 1, valeurs toujours strictement positives, lim en -oo =0, lim en
+oo = +oo, Elle transforme une somme en produit : e*(a+b) = e* x e®, C'est la fonction réciproque du logarithme népérien.
Fonction racine carrée

f(x) = ¥, définie sur [0 ; +oo[, strictement croissante, courbe partant de I'origine avec une tangente verticale en 0.

Fonctions sinus et cosinus

Fonctions périodiques de période 2m, a valeurs dans [-1 ; 1], utilisées pour modéliser des phénoménes vibratoires ou
cycliques (mouvements oscillants, signaux électriques alternatifs).

Exemple résolu

Enoncé
Sans calcul, a partir des propriétés des fonctions de référence, indiquer :

1) le sens de variation de f(x) = -2x + 5 ;
2) le signe de In(x) pourx €10; 1[;

3) le signe de e” pour tout réel x.

Résolution
1) f est affine de coefficient directeur a=-2 < 0 : f est strictement décroissante sur R.

2) In est strictement croissante avec In(1) =0 ; pour x € ]0; 1[, on ax < 1 donc In(x) < In(1) =0 : In(x) est




négatif sur ]0; 1.

3) La fonction exponentielle est strictement positive sur R tout entier : €* > 0 pour tout réel x.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomeénes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
en travers, courbes d'assemblage de chaussée, lois d'évolution de résistance ou de déformation d'un matériau, dimensionnement
d'ouvrages.



1B2 — Dérivation : dérivées usuelles, opérations sur les dérivées

1B2 — Dérivation :
dérivées usuelles, opérations sur les dérivées

YA Dérivées usuelles
y = f@) - =0
f'(a) = coefficient il s () =1
directeur de la o (ku) =ku'
tangente en a o (wHv) =u + 1
31 o (uv) =u'v+uv
Tangente en a u u'v—uv'
(2 -5 o
Ay e (uov) = (U ov) x v’

Dérivées de fonctions usuelles

e () =na™? (n€R)
1

o 5 o (Vx) = = 20

. (e*) =¥

=14 . 1
o (Inx)' = - (x>0)

x

e (sinx) = cosx
Le coefficient directeur (pente) de la tangente est :

e (cosx) = —sinx

Ax : accroissement de l'abscisse

Ay : accroissement de l'ordonnée

A + h) —
Rl et o = gl e L (G)
Ax h—0 h
@ : angle entre la tangente et ['axe des x

Le nombre dérivé et la fonction dérivée permettent d'étudier localement le comportement d'une fonction (pente de la
tangente, variations) ; ils sont a la base de nombreuses méthodes d'optimisation et de modélisation.

Dérivées de référence

(x")' =nx"""; (/%) = -1/x*; (VX)' = 1/(2VX) ; (In x)' = 1/x ; (€)' = e*; (sin X)' = cos x ; (cos x)' = -sin x.
Opérations sur les dérivées

(u+v) =u"+Vv'; (ku)' =ku' (k constante) ; (uv)' =u'v+uv'; (u/v)' = (u'v - uv') / v? (avec v # 0).
Dérivées de fonctions composées usuelles

Pour u une fonction dérivable :

(u")'=nu'u"*(n entier naturel non nul) ;

(In(u))' =u'/u (lorsque u > 0) ;

(€)' =u"e".

Interprétation graphique

Le nombre dérivé f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de f au point d'abscisse a.
Cette tangente a pour équation y = f'(a)(x - a) + f(a).

Outils

En pratique, le calcul de dérivée se fait a la main pour les cas simples (polynédmes, fonctions usuelles composées
simplement) et a 'aide d'un logiciel de calcul formel (calculatrice graphique, tableur avec extension, logiciel dédié) dans
tous les autres cas.

Exemple résolu

Enoncé
Soit f(x) = x> x In(x), définie sur ]O ; +oo[.

1) Calculer f'(x).

2) Calculer f'(1) et en déduire I'équation de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse 1.




Résolution
1) On pose u(x) = x* et v(x) = In(x), avec u'(x) = 2x et v'(x) = 1/x.

f'(x) =u'v+uv' =2x x In(x) + x> x (1/x) = 2x In(x) + x.
2)f'(1)=2x1xIn(1)+1=2x1x0+1=1.

f(1) = 1% In(1) = 0.

Equation de la tangenteenx=1:y=f(1)(x - 1) +f(1)=1x (x - 1) +0=x - 1.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénoménes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
en travers, courbes d'assemblage de chaussée, lois d'évolution de résistance ou de déformation d'un matériau, dimensionnement
d'ouvrages.
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1B3 — Etude des variations d'une fonction :
tableau de variation

Exemple : soit f une fonction définie et dérivable sur [—2 ; 6] dont on étudie les variations.

x -2 -1 1 3 6
Signe de f'(x) + O = 6 -

0 +
|
|
1
Variations de f i
|

it ~
e §

=3 -2 0
Maximum local Minimum local Maximum local
Extrema
f(=1) =4 f(1) =-2 @) =5
Reégles de lecture : Conclusion :
e f'(x) >0 = f estcroissante f est croissante sur [-2 ; —1] et sur [1; 3].
e f'(x) <0 = f estdécroissante f est décroissante sur [—1; 1] et sur [3; 6].
e f'(x) = 0 avec changement de signe f admet un maximum local en x = —1 égala 4
= extremum local et un maximum local en x = 3 égal a 5.
f admet un minimum local en x = 1 égal a —2.

Le signe de la dérivée renseigne directement sur le sens de variation de la fonction ; cette étude, synthétisée dans un
tableau de variation, permet de répondre d de nombreuses questions pratiques (extremum, nombre de solutions d'une
équation).

Lien signe de f' / variations de f

Si f'(x) 2 0 sur un intervalle | (et f' non identiquement nulle sur aucun sous-intervalle), alors f est croissante sur 1. Si f'(x) <
O sur |, alors f est décroissante sur |.

Tableau de variation

Ony résume, sur une ligne, le signe de f'(x), et sur la ligne suivante, les variations de f (fleches montantes/descendantes)
avec les valeurs de f aux bornes et aux points ou f' s'annule en changeant de signe.

Extremum local

Si f' s'annule en changeant de signe en x = a, alors f admet un extremum local (maximum si f' passe de + a -, minimum si f'
passe de - a +) en x = a, de valeur f(a).

Nombre de solutions de f(x) = k

Le tableau de variation permet, par simple lecture, de déterminer combien de fois une équation f(x) = k admet une
solution sur un intervalle donné (en comparant k aux valeurs prises par f aux extrema et aux bornes).

Exemple résolu

Enoncé
Soit f définie sur [0 ; 4] par f(x) = x* - 4x + 3, de dérivée f'(x) = 2x - 4.

1) Etudier le signe de f'(x) sur [0 ; 4] et dresser le tableau de variation de f.

2) En déduire le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0 sur [0 ; 4].

Résolution
1) f'(x) = 2x = 4 s'annule pour x = 2. f'(x) < O sur [0 ; 2[ et f'(x) > 0 sur ]2 ; 4]. Donc f est décroissante sur [0 ; 2]
puis croissante sur [2 ; 4].

f(0)=3;f(2) =4-8+3=-1(minimum) ; f(4) =16 - 16 + 3=3.




Tableau : f décroit de 3a -1 sur [0 ; 2], puis croit de -1 a 3 sur [2; 4].

2) f(x) =0:sur [0; 2], f passe de 3 a -1 en décroissant, donc s'annule exactement une fois ; sur [2 ; 4],
passe de -1 a 3 en croissant, donc s'annule exactement une fois également. Au total, f(x) = 0 admet
exactement 2 solutions sur [0 ; 4] (ce que I'on peut vérifier : x* - 4x+ 3 =(x - 1)(x - 3), racines x =1 et x =3,
toutes deux dans [0 ; 4]).

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénoménes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
en travers, courbes d'assemblage de chaussée, lois d'évolution de résistance ou de déformation d'un matériau, dimensionnement
d'ouvrages.
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1B4 — Recherche d'une valeur approchée d'une racine
(balayage, dichotomie, méthode de Newton)

Méthode de dichotomie

AY Etape 1 Etape 2 - = .
V= i) P P Principe de la dichotomie
2 [a b] [ay ;‘bll On cherche a tel que f(a) = 0
[ y
! ; avec f continue sur [a ; b]
2 i et f(a) x f(b) < 0.
B 1
| a+b
! @ Calculer le milieu m =
b f(my) <0 y ‘
= ® = > ® Evaluer f(m)
m; b x © Sif(m) = 0, on atrouvé la racine.
|
1 Sinon, on garde la sous-borne ou
L i il y a changement de signe :
; « (racine) e sif(a) x f(m) <0, poserb =m
=9 | i e sinon, posera = m
@ Recommencer jusqu’a obtenir
. a m, la précision souhaitée.
Etape 1 ! ; Wb f(my) >0 = laracine est dans [m, ; b]
5 a m 5
Etape 2 % o :b f(m;) <0 = laracine est dans [a; ; m;] Légende
Courbede y = f(x)
B [} B initials t
Etape 3 & s IT{IZ f(m3) >0 = laracine est dans [my ; my] criesiinitislestagstd
-=-- Milieu a l'étape 1 (m,)
as P b3 On resserre lintervalle qui contient la racine. === Willieufaligtape 24(m;)
Racine réelle a (inconnue)
T La longueur tend vers 0.
e By Approximation finale
a = ==

Lorsqu'une équation f(x) = O ne se résout pas explicitement, on recourt a des méthodes numériques itératives pour en
approcher une solution avec la précision souhaitée.

Méthode de balayage

On évalue f en des points régulierement espacés d'un pas donné sur l'intervalle d'étude ; un changement de signe de f
entre deux points consécutifs indique la présence d'une racine entre ces deux points (théoréme des valeurs
intermédiaires, pour f continue). En réduisant le pas, on affine la précision.

Méthode de dichotomie

Si f est continue sur [a ; b] et f(a) x f(b) < 0, on sait qu'il existe une racine dans ]a ; b[. On calcule le milieu m = (a+b)/2 : si
f(a) x f(m) < 0, la racine est dans [a ; m], sinon elle est dans [m ; b]. On répéte le procédé sur le nouvel intervalle, deux fois
plus petit a chaque étape, jusqu'a obtenir la précision voulue.

Méthode de Newton

Partant d'une valeur initiale x, proche de la racine cherchée, on construit la suite définie par Xn.; = Xn = f(xn)/f'(xn), qui
converge en général trés rapidement vers une racine de f (interprétation graphique : xn., est I'abscisse du point
d'intersection de la tangente a la courbe de f en xn avec I'axe des abscisses).

Mise en ceuvre

Ces trois méthodes se programment naturellement par une boucle (algorithme), sur calculatrice ou dans un langage
comme Python, et permettent d'obtenir une valeur approchée avec une précision de 107" donnée.

Exemple résolu

Enoncé
On cherche une valeur approchée de la solution de x* - x - 2 =0 sur [1 ; 2] par dichotomie, & 0,25 preés.

On donne f(x) =x® - x - 2, f(1) = -2, f(2) = 4.

Résolution
f(1)=-2<0etf(2)=4>0:laracineestdans]1; 2[.

Etape 1: m=1,5.f(1,5) = 3,375 - 1,5 - 2=-0,125 < 0. La racine est donc dans 11,5 ; 2[.




Etape 2: m=1,75.f(1,75) = 5,359 - 1,75 - 2 = 1,609 > 0. La racine est donc dans ]1,5 ; 1,75[.

L'intervalle [1,5 ; 1,75] a une amplitude de 0,25 : on peut donner comme valeur approchée x = 1,625 (milieu
de l'intervalle), avec une précision de 0,125 sur cette estimation, la racine exacte étant comprise entre 1,5
et 1,75.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénoménes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
en travers, courbes d'assemblage de chaussée, lois d'évolution de résistance ou de déformation d'un matériau, dimensionnement
d'ouvrages.
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‘ 1B5 — Limites de fonctions ; asymptotes

i 2x +41 e
Exemple : soit f(x) = 5 définie sur R\ {2}.
P
VA Xk
1 = x) =
: Py =S
Asymptote verticale i
x=2 |
I
lim f(x) = + o i
x> 2" i
i
li =
D :
TP A TG et S
1
! // \ -
I
- - - . + > (asymptote horizontale)
-6 -4 0 2 4 6 x
]
_3 | [ Asymptote horizontale
I
: y=2
1
-4 | ! lim  f(x) =2
f x— +00
[ lim f(x) =2
- : X— —00
% =23
(asymptote verticale)
e Asymptote verticale x = 2 : litn: file) =apoo &t lim fle)=—0 ||| (@ =7 =TT T
x= 2~ x— 2+ Rappel :

1

i

|

; 3 |

e Asymptote horizontale y = 2 :  lim f(x) =2 et lim f(x) =2 Une/drolte:d est asymptoteiallaicourbederf |
x— +oo x> —oo en +00 ou — si la distance entre la courbe |

) 3 et la droite tend vers 0. |
e La courbe se rapproche des asymptotes sans jamais les couper. . J

L'étude des limites permet de décrire le comportement d'une fonction au voisinage d'un point ou elle n'est pas définie, ou
lorsque la variable tend vers I'infini ; elle se traduit graphiquement par la présence d'asymptotes.

Limite finie en +o0 ou -0 : asymptote horizontale

Si f(x) tend vers un réel € quand x tend vers +oo (ou -o0), la droite d'équation y = € est asymptote horizontale a la courbe
def.

Limite infinie en un point : asymptote verticale

Si f(x) tend vers +o0 ou -oo quand x tend vers a (a réel), la droite d'équation x = a est asymptote verticale a la courbe de f.
Limite infinie a I'infini ; asymptote oblique

Si f(x) tend vers +o0 ou —oo quand x tend vers +oo (ou —o0), on parle de branche infinie ; si, de plus, f(x) - (ax + b) tend vers
0, la droite d'équation y = ax + b est asymptote oblique a la courbe de f.

Limites et opérations

On détermine la limite d'une fonction obtenue par somme, produit ou passage a l'inverse de fonctions de référence, ainsi
que pour les formes u", In(u), ", en combinant les limites des fonctions de référence usuelles.

Lecture graphique

Sur une courbe donnée par un logiciel ou une calculatrice, on interpréte directement le comportement asymptotique en

observant vers quelle valeur ou quel infini se rapproche la courbe.

Exemple résolu

Enoncé
Soit f(x) = (2x + 1) / (x - 3), définie sur R\ {3}.

1) Déterminer la limite de f en 3" et en 3°. Qu'en déduit-on ?

2) Déterminer la limite de f en +oo. Qu'en déduit-on ?

Résolution
1) Quand x = 3%, le numérateur 2x+1 — 7 (positif), le dénominateur x-3 — 0" (valeurs positives proches de
0). Donc f(x) = +oo.




Quand x = 37, le dénominateur x-3 = 0". Donc f(x) = —co.
La droite d'équation x = 3 est asymptote verticale a la courbe de f.
2) f(x) = (2x+1)/(x-3) = 2 + 7/(x-3) (en écrivant la division). Quand x = +oo, 7/(x-3) = 0, donc f(x) = 2.

La droite d'équation y = 2 est asymptote horizontale a la courbe de f en +oo.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénoménes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
en travers, courbes d'assemblage de chaussée, lois d'évolution de résistance ou de déformation d'un matériau, dimensionnement
d'ouvrages.
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‘ 1B6 — Développement limité en 0 d'une fonction ; tangente ]

Y A

y = f(x)

fx) > Tolx)
pour x >0

Tangente en 0 :
y =10+ f'(0)x

Développement limité en O
al'ordre 1

Si f est dérivable en 0, alors

fl) = f(0) + f'(0)x + e(x)x

avec €(x) — 0 quand x — 0.

La droite To(x) = f(0) + f'(0)x
est la tangente a la courbe en 0.

Interprétation géométrique
Au voisinage de 0,

e la courbe est au-dessus de
sa tangente si f”(0) > 0 (convexe)

e la courbe est au-dessous de

sa tangente si f”(0) < 0 (concave)
L'écart entre f(x) et sa tangente
est de Lordre de x2.

i1
fx) < Tolx)
pour x < 0
-2 -1 \ 0 1 ¥ x
=1 +
A retenir : Exemple numérique

e La tangente en 0 approche la courbe au premier ordre.

s L'erreur de l'approximation linéaire est négligeable
quand x est proche de 0.

Le développement limité fournit une approximation polynomiale d'une fonction au voisinage d'un point, particulierement

Soit f(x) = e*
f(0) =1et f/(0) =1, donc Ty(x) =1+ x.
Prés de 0, e* = 1 + x (la courbe est au-dessus de sa tangente).

; x2
Ecart: e* — (1+x) = ~ Pour x proche de 0.

Légende
—— Courbe y = f(x)
—— Tangenteen 0: y = f(0) + f'(0)x

J Ecart entre la courbe
et sa tangente

utile pour simplifier des calculs ou étudier finement la position d'une courbe par rapport a sa tangente.

Principe

Au voisinage de 0, une fonction f suffisamment réguliére peut étre approchée par un polynéme : f(x) = ao + axx + ax* + ...

+ anX", I'erreur commise devenant négligeable devant x" lorsque x est proche de 0. On dit que I'on a obtenu un

développement limité de fen 0 a I'ordre n.

Développement limité a I'ordre 1 et tangente

Le développement limité a I'ordre 1 en 0, f(x) = f(0) + f'(0) x x, correspond exactement a I'équation de la tangente a la
courbe de f au point d'abscisse 0 : y = f'(0) x + f(0).

Développement limité a I'ordre 2 et position par rapport a la tangente

Le terme du 2nd degré du développement limité, a,x?, renseigne sur la position de la courbe par rapport a sa tangente au

voisinage de 0 : si a, > 0, la courbe est au-dessus de la tangente ; si a, < 0, elle est en dessous.

Exemples usuels (admis)

Au voisinage de 0: e*= 1+ x+x*/2; In(1+x) = x - x*/2; 1/(1-x) = 1 + x + x* ; ces développements sont obtenus 3 I'aide

d'un logiciel de calcul formel.

Exemple résolu

Enoncé

On donne le développement limité en 0 3 l'ordre 2 de f(x) = e*: e* = 1 + x + x*/2.
1) En déduire I'équation de la tangente a la courbe de f au point d'abscisse 0.
2) Préciser la position de la courbe par rapport a cette tangente au voisinage de 0.

3) Utiliser ce développement pour donner une valeur approchée de e”0,1.

Résolution

1) Le développement a l'ordre 1 est € = 1 + x ; la tangente en 0 a donc pour équationy = x + 1.

2) Le terme du 2nd degré est +x?/2, de coefficient positif : la courbe de f est donc au-dessus de sa tangente




au voisinage de 0.

3)e”0,1=1+0,1+0,1%/2=1+0,1+ 0,005 = 1,105 (valeur exacte : 20,1 = 1,10517, |'approximation est
cohérente a 2 x 10™* prés).

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomeénes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
en travers, courbes d'assemblage de chaussée, lois d'évolution de résistance ou de déformation d'un matériau, dimensionnement
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{ 1B7 — Courbes paramétrées (exemples polynomiaux) ’

Y A
Exemple de courbe paramétrée
M(t =0) Courbe définie pour t € R par:
S . -
(TS {x(t):t-%t3
n Vecteur tangent
M=+ 1
L) 5 en M(£) ¥ =2t — 50
(=2;2) 27 T(t)
IL s'agit d'une courbe polynomiale
de degré 3 (forme en S avec boucle).
2K M(t = Sn)
M(t =m) 2
(0;0) “4;1) Points remarquables
t > t M(t) = (x(t); y(2) Position
4 x
0 3;2) Départ
g (-2; 2) Haut de la boucle
14 (0; 0 Croisement de Lorigine
3m 5 (-2; -2 Bas de la boucle
M(t = 2m) 2n 3; -2 Fin d'un tour
3;-2
=37 ( ) §3/i (4;1) Remontée a droite

—p Le point M(¢t) se déplace sur la courbe lorsque le paramétre t augmente.

Vecteur tangent A retenir

Le vecteur tangent en M(t) est donné par : e Une courbe paramétrée est donnée par x(t) et y(t).

= e Le point M(t) = (x(t),y(t)) décrit la courbe lorsque t varie.
) = & @iy =(1- 3¢5 2- §e

« Le vecteur tangent T(t) = (x’(t), ¥’ (t)) donne la direction de la trajectoire.

Il est tangent a la courbe en M(t) et indique la direction du déplacement. * Le sens de parcours est indiqué par les fleches (¢ croissant).

Une courbe paramétrée décrit une trajectoire dans le plan a I'aide d'un paramétre (souvent le temps), les coordonnées x
et y étant chacune fonction de ce parameétre ; ce modéle est adapté a la description de trajectoires (godet d'engin, profil
de came, tracé de design).

Définition

Une courbe paramétrée est donnée par deux fonctions x(t) et y(t) d'un méme parameétre t, décrivant les coordonnées
d'un point M(t) = (x(t) ; y(t)) qui se déplace lorsque t varie. Ici, on se limite a des exemples ou x(t) et y(t) sont des
fonctions polynémes de degré inférieur ou égal a 2.

Vecteur dérivé et tangente

Au point de paramétre t, le vecteur dérivé a pour coordonnées (x'(t) ; y'(t)). Lorsque ce vecteur n'est pas nul, il dirige la
tangente a la courbe au point M(t) : c'est un vecteur directeur de la tangente.

Variations conjointes

Pour tracer la courbe, on étudie les variations de x(t) et de y(t) séparément, puis on les rassemble dans un méme tableau
(« tableau de variations conjointes ») afin de déterminer, pour chaque valeur de t, le sens de déplacement du point M(t)
(vers la droite/gauche, vers le haut/bas).

Exemple résolu

Enoncé
Un point M(t) décrit la courbe paramétrée par x(t) = t> et y(t) =t* - 3t, pour t € [-2; 2].

1) Calculer les coordonnées du vecteur dérivé au point de paramétre t = 1.

2) En déduire un vecteur directeur de la tangente en ce point, et les coordonnées de M(1).

Résolution
1) x'(t) =2t donc x'(1) = 2. y'(t) =3t* - 3doncy'(1)=3-3=0.

Le vecteur dérivé au point de parameétre t = 1 a pour coordonnées (2 ; 0).

2) Ce vecteur est non nul : (2 ; 0), ou plus simplement (1 ; 0), dirige la tangente en ce point (tangente
horizontale).

M(1) a pour coordonnées x(1) =1*=1ety(1)=1°-3x1=1-3=-2, soit M(1) = (1; -2).




Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomeénes continus issus des disciplines professionnelles : profils en long et
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Exercices d'application

Ex. B1 — Profil d'un talus

Enoncé
Le profil d'un talus est modélisé, sur [0 ; 6] (x en métres), par la fonction f(x) = -x* + 6x, ou f(x) représente 'altitude en
métres par rapport au pied du talus.

1) Calculer f'(x).
2) Etudier le signe de f'(x) sur [0 ; 6] et dresser le tableau de variation de f.
3) En déduire I'altitude maximale du talus et I'abscisse a laquelle elle est atteinte.

Corrigé

1) f'(x) = -2x + 6.

2) f'(x) = 0 pour x = 3. f'(x) > O sur [0 ; 3[ (donc f croissante) et f'(x) < O sur 13 ; 6] (donc f décroissante).
f(0)=0;f(3)=-9+18=9;f(6) =-36 +36=0.

f croit de 0 a 9 sur [0 ; 3], puis décroit de 9 a0 sur [3; 6].

3) L'altitude maximale du talus est de 9 m, atteinte en x =3 m.

Ex. B2 — Colit de fonctionnement d'une centrale a béton

Enoncé
Le colt journalier de fonctionnement d'une centrale a béton, pour une production de x tonnes (x > 0), est modélisé par
C(x) = 0,01x> + 2x + 800 (en euros).

Le colt moyen par tonne est CM(x) = C(x)/x.
1) Montrer que CM(x) = 0,01x + 2 + 800/x.

2) Calculer la dérivée de CM et étudier son signe sur ]0 ; +oo[ (on admettra que CM'(x) = 0,01 - 800/x* s'annule pour x =
V80000 = 283).

3) En déduire, pour x € ]0 ; +oo[, la production qui minimise le co(it moyen par tonne.

Corrigé
1) CM(x) = C(x)/x = (0,01x* + 2x + 800)/x = 0,01x + 2 + 800/x. v

2) CM'(x) = 0,01 - 800/x>. Pour x < 283, 800/x> > 0,01 donc CM'(x) < 0 (CM décroissante) ; pour x > 283, CM'(x) > 0 (CM
croissante). CM' s'annule et change de signe (- puis +) en x = 283 : CM admet un minimum en ce point.

3) Le coQt moyen par tonne est minimal pour une production d'environ 283 tonnes par jour.



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Quelle est la dérivée de f(x) = x> ?

A. 3x

B. x?

C. 3x* v (réponse correcte)

D. 3x*

Explication : (x")' = n x"™, donc pour n = 3 : f'(x) = 3x%

Question 2. Si f'(x) 2 0 sur un intervalle I, que peut-on en conclure sur f ?

A. f est décroissante sur |

B. f est croissante sur | v (réponse correcte)

C. f est constante sur |

D. On ne peut rien conclure

Explication : Une dérivée positive ou nulle sur un intervalle traduit une fonction croissante sur cet intervalle.

Question 3. Dans la méthode de dichotomie pour approcher une racine de f sur [a ; b] avec f(a)xf(b) < 0, que fait-on a
chaque étape ?

A. On calcule f'(a) et f'(b)

B. On évalue f au milieu de l'intervalle et on réduit l'intervalle de moitié v (réponse correcte)

C. On multiplie l'intervalle par 2

D. On résout f(x) = O directement

Explication : On évalue f au milieu m de l'intervalle ; selon le signe de f(a)xf(m), on conserve [a ; m] ou [m ; b], ce qui réduit l'intervalle
de moitié a chaque étape.

Question 4. Si f(x) tend vers 2 quand x tend vers +oo, quelle est I'asymptote correspondante a la courbe de f ?

A. Asymptote verticale d'équation x = 2

B. Asymptote horizontale d'équationy =2 v (réponse correcte)

C. Asymptote oblique d'équation y = 2x

D. Il n'y a pas d'asymptote

Explication : Une limite finie en +oo (ou —oo) correspond toujours a une asymptote horizontale, d'équation y = cette limite.

Question 5. Le développement limité en 0 a I'ordre 1 d'une fonction f correspond exactement a :

A. La dérivée seconde defen0

B. L'équation de la tangente a la courbe defen x=0 v (réponse correcte)

C. Une primitive de f

D. La limite de f en +oo

Explication : Le DL d l'ordre 1 en 0, f(x) = f(0) + f'(0)x, est précisément I'équation de la tangente en x = 0 : y = f'(0)x + f(0).



Mathématiques — BTS Travaux Publics

Module C — Calcul intégral

lére année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
1C1 Primitives de fonctions de référence 1
1C2 Calcul intégral : définition, propriétés 1
1C3 Calcul d'aires ; méthodes d'approximation d'une intégrale 2
1C4 Valeur moyenne d'une fonction ; intégration par parties 1




1C1 — Primitives de fonctions de référence

1C1 — Primitives de fonctions de référence

Sur un intervalle I, si F est une primitive de f, alors F' = f.
Fonction f (en bleu) YA
Exemples de fonctions Relation dérivation / primitive
de référence
Fx)= x2 Dérivation
J1(E) =1 Si F est une primitive de f
fa(x) = x sur I, alors :
fax) = x* e e
o) = o [re=re |
fs(x) = % (x > 0) (la dérivée de F redonne f)
fo(x) = cos x / \
f7(x) = sin x
dérivation primitive
Primitive F (en orange) : ; \ /
Exemples de primitives i i
correspondantes =5 x Primitive
Elx) = ik € {"_ 1 3 Si f est continue sur I,
)= \7 +C F(x) = _\1 alors f admet des |:->r|r‘n-|t|ve$
A < sur I. Toutes les primitives
Fs(x) = ; +C de f s'écrivent :
F(x) =e* + C
Fs(x) = Inx + C (x > 0) F(x) + C |
Fo(x) = sinx + C ol € est une constante réelle.
F(x) = —cosx + C -2
Tableau récapitulatif (sur les intervalles indiqués) J

A : ==
f(x) 1 x oy e* ‘ = cos x ‘ sin x
e | 2 B I [ B gl
Une primitive F(x) x+C N +C | =1 + C e* +¢C In|x| + C sinx + C —cosx + C
Domaine R R R R RrR* R R

Une primitive d'une fonction f est une fonction F dont la dérivée est f ; le calcul de primitives est I'opération réciproque de
la dérivation et constitue le point de départ du calcul intégral.

Définition
F est une primitive de f sur un intervalle | si F est dérivable sur | et si, pour tout x de I, F'(x) = f(x). Si F est une primitive de
f, alors toutes les primitives de f sur | sont de la forme F(x) + k, ou k est une constante réelle quelconque.

Primitives usuelles

x" admet pour primitive xA(n+1)/(n+1) (n # -1) ; 1/x admet pour primitive In(x) sur ]0 ; +oo[ ; € admet pour primitive e ;
cos(x) admet pour primitive sin(x) ; sin(x) admet pour primitive -cos(x).

Primitives de formes composées

u' u" admet pour primitive u?(n+1)/(n+1) (n entier relatif # -1) ; u'/u admet pour primitive In(u) lorsque u est strictement
positive ; u' e admet pour primitive e".

Méthode

On calcule une primitive a la main dans les cas simples, en reconnaissant I'une des formes ci-dessus (éventuellement
aprés avoir réécrit I'expression), et a I'aide d'un logiciel de calcul formel dans tous les autres cas.

Exemple résolu

Enoncé
Déterminer une primitive sur R de chacune des fonctions suivantes :

1) f(x) = 6x> - 4x + 3
2) g(x) = 2x x e”(x?)

Résolution
1) Une primitive de 6x* est 6 x x*/3 = 2x% ; une primitive de -4x est -4 x x*/2 = -2x* ; une primitive de 3 est
3x. Donc F(x) = 2x® - 2x* + 3x (a une constante additive prés) est une primitive de f.

2) g(x) = 2x x e™(x?) est de la forme u'(x) "™ avec u(x) = x* et u'(x) = 2x. Une primitive de g est donc G(x) =
e”(x?) (3 une constante additive prés).




Applications métiers (Travaux Publics) : Calcul d'aires et de volumes de terrassement, de sections d'ouvrages, valeur moyenne et valeur
efficace de grandeurs physiques (transfert énergétique), calcul de centre d'inertie.



1C2 — Calcul intégral : définition, propriétés

1C2 — Calcul intégral : définition, propriétés ’

YA
= X
y =1 Ep—
; Interprétation géométrique
| sur [a ; b] P g q
| b
: b f f(x) dx représente
| 1
! f(x) dx i l'aire (en unités d'aire) du
1
| 1 domaine situé sous la courbe
a I
‘ : y = f(x), au-dessus de l'axe
! 1 des abscisses, entre x = a et
4 p. = 2 =
0 a b x
=N
Intervalle d'intégration [a ; b]
r
Définition (intégrale définie) Propriétés (pour f et g continues sur [a ; b], k € R)
Soit f une fonction continue sur [a ; b] avec a < b. AT |
e Linéarité : | ® Ordre: si f(x) < g(x) sur [a; b], alors
L'intégrale définie de f entre a et b est le nombre réel, noté b b b I
d. =f d. f d. | b b
» J;b(f(x) +g@)dx= | fEdi+ | gt dx | f e Sf £
b a a
f(x) dx [ kr@ax=k[ reoa ‘
L a AR a B } o Additivité des intervalles :
|
S iR s e <c<h
qui correspond a l'aire algébrique sous la courbe y = f(x) * Positivité : si f(x) 2 0 sur [a ; b], alors } pobur fasTar . i
t t b. b ! e
entre a & j flydEei0 1 -L f(x) dx —Lf(X)dx+-]c f(x)dx
a I
Remarque : si f change de signe sur [a ; b], lintégrale représente l'aire algébrique (aires au-dessus — aires au-dessous de l'axe des abscisses).

L'intégrale d'une fonction sur un intervalle [a ; b] est définie a partir d'une primitive et permet, entre autres, de calculer
une aire, une valeur moyenne ou un travail.

Définition

Si F est une primitive de f sur [a ; b], I'intégrale de f entre a et b est définie par : [," f(x) dx = F(b) - F(a). On calcule une
intégrale a la main dans les cas simples et a I'aide d'un logiciel de calcul formel dans tous les autres cas.

Relation de Chasles

Pour tout réel c : f,° f(x) dx = [, f(x) dx + [° f(x) dx.

Linéarité

L. TF(x) + g(x)] dx = [.° f(x) dx + [.° g(x) dx, et [.® k f(x) dx = k [, f(x) dx pour toute constante réelle k.

Positivité

Si f(x) = 0 pour tout x de [a ; b] (avec a < b), alors [,” f(x) dx = 0. Plus généralement, si f(x) < g(x) sur [a ; b], alors [," f(x) dx

< J." glx) dx.

Exemple résolu

Enoncé
Calculer l'intégrale I = [,? (3x* - 2x) dx.

Résolution
Une primitive de f(x) = 3x* - 2x est F(x) = x* - x.

I=F(2) - F(0)=(2°-2%)-(0°-0%=(8-4)-0=4.

Applications métiers (Travaux Publics) : Calcul d'aires et de volumes de terrassement, de sections d'ouvrages, valeur moyenne et valeur
efficace de grandeurs physiques (transfert énergétique), calcul de centre d'inertie.



1C3 — Calcul d'aires ; méthodes d'approximation d'une intégrale

‘ 1C3 — Calcul d'aires ; méthodes d'approximation d'une intégrale ’

b
On cherche a approximer l'aire sous la courbe y = f(x) sur [a; b], c'est-a-dire l'intégrale j Fla) dx.
a

{ Méthode du point-milieu (rectangles) ] [ Méthode des trapézes ]
o pefg 24 y=f®

1?
Z

R
o
I e
&
5
&
=
P
X
i

Rt-—————
o TR
=)

2
=
3
Il
&
i
S
B
=
=
1
>

b-a i b—a

n sous-intervalles de largeur h = n sous-intervalles de largeur h =

n

Xi-1 + xl)
2

| Chaque rectangle a pour hauteur f(
[ ] Aire approchée : somme des aires des rectangles

/ _ Chaque trapéze a pour bases f(x;_;) et f(x;)

L] Aire approchée : somme des aires des trapeézes

Formules des approximations ‘ Remarques

Point-milieu : e Plus n est grand (donc h petit), meilleure est l'approximation.

1

i

Zﬂ X1+ x :
AM =Hh f( aflz e) :
ke |
i=1 |
i

I

1

1

1

|

Trapézes :

e La méthode du point-milieu est d'ordre 2 : erreur en O(h?).

o La méthode des trapézes est aussi d'ordre 2 : erreur en O(h?).

n-1
Ar=7 [f(xo) $2y fl)+ f(xn)]
i=1

e Si f est croissante (resp. décroissante),

b- - alors Ay sous-estime (resp. surestime) lintégrale
avec h = aetxi:a+ih ave.:h:'EJ 2 M (esp ) g

|
|
|
|
|
]
|
]
et x; =a+th pouri=20,1,..,n J
] et Ar la surestime (resp. la sous-estime).
1
1

L'intégrale permet de calculer I'aire d'un domaine plan délimité par deux courbes ; lorsqu'une primitive n'est pas
accessible, on utilise des méthodes numériques d'approximation, naturellement programmables.

Aire sous une courbe

Si f est positive sur [a ; b], I'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par la courbe de f, I'axe des abscisses et les droites
d'équations x = a et x = b, vaut [, f(x) dx.

Aire entre deux courbes

Si f(x) < g(x) pour tout x de [a ; b], I'aire du domaine {M(x,y), a < x < b et f(x) < y < g(x)} vaut [,® [g(x) - f(x)] dx.

Méthode des rectangles (point-milieu)

On découpe [a ; b] en n sous-intervalles de méme largeur h = (b-a)/n, et on approche l'intégrale par la somme des aires
de rectangles de largeur h et de hauteur f évaluée au milieu de chaque sous-intervalle.

Méthode des trapézes

On approche l'intégrale par la somme des aires de trapézes construits sur chaque sous-intervalle, les hauteurs étant les
valeurs de f aux deux bornes du sous-intervalle.

Méthode de Monte-Carlo

On tire aléatoirement un grand nombre de points dans un rectangle englobant le domaine étudié, et on approche l'aire
du domaine par la proportion de points tombés a l'intérieur du domaine, multipliée par I'aire du rectangle englobant.

Exemple résolu

Enoncé
Approcher | = [, x*> dx par la méthode des trapézes avec 2 sous-intervalles (n = 2), puis comparer avec la
valeur exacte.

Résolution
Pas h = (2-0)/2 = 1. Points : Xo = 0, x; = 1, X, = 2. f(Xo) = 0, f(x,) = 1, f(x,) = 4.

Approximation trapézes : | = h x [f(Xo)/2 + f(x,) + f(x2)/2] =1 x[0/2+1+4/2]=1x[0+1+2]=3.
Valeur exacte : une primitive de x* est x*/3, donc | = 2°/3 - 0°/3=8/3 = 2,67.




L'approximation par la méthode des trapézes (3) surestime légérement la valeur exacte (= 2,67), ce qui est
cohérent avec la convexité de x* sur [0 ; 2]. En augmentant le nombre de sous-intervalles n, I'approximation
se rapproche de la valeur exacte.

Applications métiers (Travaux Publics) : Calcul d'aires et de volumes de terrassement, de sections d'ouvrages, valeur moyenne et valeur
efficace de grandeurs physiques (transfert énergétique), calcul de centre d'inertie.



1C4 — Valeur moyenne d'une fonction ; intégration par parties

‘ 1C4 — Valeur moyenne d'une fonction ; intégration par parties }

Soit f une fonction continue sur [a ; b] avec a < b.

Valeur moyenne de f sur [a ; b]
Y A y = f(x) La valeur moyenne p de f sur [a ; b] est :
1 b
= x) dx
p=j— [ F@
P Interprétation géométrique :
} | 1 est la hauteur du rectangle
} Aire sous la courbe v = f(x) } de hbase b — a dont laire est
; sur [a; b] ‘f égale a l'aire sous la courbe.
| b |
| = [ reoax ! (
| a | Aire du rectangle
I I
| | Base = b —a ; Hauteur = u
I I
& 3 - Aire du rectangle = pu (b — a)
0 a b X Par définition de u :
b
{ Valeur moyenne = hauteur du rectangle d'aire équivalente. ub-a)= j f(x) dx
a
— — —_— =
Intégration par parties Interprétation (intégration par parties)
Exemples d'utilisation
Si u et v sont deux fonctions dérivables sur [a ; b], alors On “dérive” u et on “intégre” v (ou inversement),
(s 2 b au prix d'un terme de bord [uv]’. . f xe*dx (choisiru = x, v’ = e¥)
f u@x)v'(x)dx = [u(x)v(x)], - f u' () v(x) dx /_\
= i . . f xcosx dx (choisiru = x, v’ = cosx)
Formule équivalente : Dériver u Intégrer v
b b - u’ = 2 + Calcul d'aires, d'espé d
f Y@ r@dx = [u0)vE) ]z = j‘ u(x) v (x) dx alcul d'aires, d'espérances, de
a a \_/ moments...

Remarque : La valeur moyenne u vérifie |rmbr} 7 i) A= max, f(x) (théoréme des valeurs intermédiaires).
a,

La valeur moyenne d'une fonction généralise la moyenne arithmétique au cas continu ; l'intégration par parties est une
technique de calcul permettant de traiter des intégrales de produits de fonctions.

Valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle

La valeur moyenne de f sur [a ; b] (a < b) est p = (1/(b-a)) x [, f(x) dx. Interprétation géométrique : c'est la hauteur du
rectangle de base [a ; b] dont |'aire est égale a celle du domaine délimité par la courbe de f sur [a ; b] (lorsque f = 0).

Contexte professionnel

Cette notion est directement liée aux notions de valeur moyenne et de valeur efficace dans un transfert énergétique,
ainsi qu'au calcul de centre d'inertie et de moment d'inertie (vus en mécanique).

Formule d'intégration par parties
Pour u et v deux fonctions dérivables sur [a ; b], a dérivées continues :
J:°u'(x) v(x) dx = [u(x) v(x)]." = [.° u(x) v'(x) dx.

Cette formule permet de transformer une intégrale difficile a calculer directement en une autre, plus simple, en
choisissant judicieusement quelle partie du produit dériver et quelle partie intégrer.

Exemple résolu

Enoncé
1) Calculer, par intégration par parties, | = [o* x €* dx.

2) En déduire la valeur moyenne de f(x) = x e* sur [0 ; 1].

Résolution
1) On pose u(x) = x (donc u'(x) = 1) et v'(x) = & (donc v(x) = €).

I=[xeo' - fo'1xe*dx=(1xe'- 0xe°) - [e*],'=e-(e'-e’)=e-(e-1)=1.

2) Valeur moyenne p = (1/(1-0)) x1=1/1x1=1.

Applications métiers (Travaux Publics) : Calcul d'aires et de volumes de terrassement, de sections d'ouvrages, valeur moyenne et valeur
efficace de grandeurs physiques (transfert énergétique), calcul de centre d'inertie.






Exercices d'application

Ex. C1 — Section d'un fossé de drainage

Enoncé
La section transversale d'un fossé de drainage est délimitée, dans un repére ou x et y sont en métres, par la courbe
d'équation y = x*/4 (talus) et la droite d'équation y = 1 (niveau du terrain naturel), pour x € [-2; 2].

1) Déterminer les abscisses des points d'intersection des deux courbes.
2) Calculer I'aire de la section du fossé, c'est-a-dire I'aire du domaine compris entre les deux courbes.

Corrigé
1) x/4=1=x*=4=x=-20ux=2.

2) Sur [-2; 2], la droite y = 1 est au-dessus de la parabole y = x*/4 (par exemple en x =0: 1 > 0). L'aire cherchée est :
A=[,2[1-x%/4]dx.

Une primitive de 1 - x*/4 est x - x*/12.

A=[x-x%/12].,=(2-8/12) - (-2 - (-8)/12) = (2 - 2/3) - (-2 + 2/3) = (4/3) - (-4/3) = 8/3 = 2,67 m*.

Ex. C2 — Débit moyen d'une pompe de chantier

Enoncé
Le débit d'une pompe de relevage, en m®/h, varie au cours d'un cycle de pompage de durée 4 h selon la loi g(t) = -t* + 4t
(t en heures, t € [0; 4]).

1) Calculer le volume total pompé sur le cycle, égal a [,* q(t) dt.
2) En déduire le débit moyen de la pompe sur ce cycle.

Corrigé
1) Une primitive de q(t) = -t* + 4t est Q(t) = -t*/3 + 2t%

fo* q(t) dt = Q(4) - Q(0) = (-64/3 + 32) - 0= -64/3 + 96/3 = 32/3 = 10,67 m>.
2) Débit moyen = (1/(4-0)) x [,* q(t) dt = (1/4) x 32/3=32/12 =8/3 = 2,67 m*/h.



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Une primitive de la fonction f(x) = x* est :

A. F(x) = 2x

B. F(x) = x°

C.F(x) =x*/3 v (réponse correcte)
D. F(x) = x*/2

Explication : Une primitive de x" est x\(n+1)/(n+1) ; pour n = 2 : x%/3.

Question 2. Que vaut [,” f(x) dx lorsque F est une primitive de f sur [a ; b] ?
A. F(a) - F(b)

B. F(b) - F(a) v (réponse correcte)

C. F(a) + F(b)

D. F'(b) - F'(a)

Explication : Par définition, l'intégrale de f entre a et b vaut F(b) - F(a).

Question 3. Quelle méthode d'approximation d'une intégrale consiste a tirer aléatoirement des points dans un
rectangle englobant le domaine étudié ?

A. La méthode des trapézes

B. La méthode du point-milieu

C. La méthode de Monte-Carlo v (réponse correcte)

D. La méthode d'Euler

Explication : La méthode de Monte-Carlo repose sur un tirage aléatoire de points et I'estimation de I'aire par la proportion de points
tombés dans le domaine.

Question 4. La valeur moyenne d'une fonction f sur [a ; b] (a < b) est donnée par :
A. [.° f(x) dx

B. (1/(b-a)) % [.® f(x) dx v (réponse correcte)

C. (b-a) x [,® f(x) dx

D. f(a) + f(b))/2

Explication : La valeur moyenne est u = (1/(b-a)) x /** f(x) dx.

Question 5. La formule d'intégration par parties s'écrit :

A.fu'v=uv-fuv' v (réponse correcte)

B.Juv=uv+/[uv

C.fuv=uVv-Juv

D.Juv=Jux[v

Explication : La formule d'intégration par parties est /*° u'(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]** = /** u(x)v'(x)dx, soit, de facon condensée, fu'v =uv - [

uv.



Mathématiques — BTS Travaux Publics
Module D — Nombres complexes

lére année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
1D1 Forme algébrique d'un nombre complexe : somme, produit, conjugué, quotient 1
1D2 Représentation géométrique ; module et argument d'un nombre complexe 1
1D3 Forme trigonométrique et forme exponentielle ; opérations 2
1D4 Applications des nombres complexes 1




1D1 — Forme algébrique d'un nombre complexe : somme, produit,
conjugue, quotient

1D1 — Forme algébrique d'un nombre complexe :
somme, produit, conjugué, quotient

Addition de deux nombres complexes : régle du parallélogramme

Dans le plan complexe, l'addition z, + z; est représentée Rormatalgebngueldiunifiombreicomplexs

par la somme vectorielle des vecteurs z, et z,. Tout nombre complexe z s'écrit :
. —
Im A |z=a+bi| avecabeReti®=-1
Zy + Z> e —
by + b, e e L * Somme
sEEET £l
7 IR cpEeE % I,’ : e el Si z; = ay + byi et z, = ay + byi alors
/ 1 . . \
! ! : Interprétation Zi+ 2o =(ay+az) + (b + ba) i
] ¥ J
Zp ! i ! Le vecteur rouge
/
! o | représente la somme B
| | * Produit
by 4 S i = 1 zy + 22,
g } Oha: 2123 = (ay + byi)(az + bpi)
2 I
i
. | gt g {:(alarb,bzy + (arhs + azby) i
1 t + } 1 + t t + : vecteur z; +
0 az a; a; +az Re | vecteur z,
- J * Conjugué
Si z = a + bi alors [E:afbr
=
Expressions vectorielles : » L'addition correspond a la régle du parallélogramme.
P : » Le plan complexe est muni d'une structure vectorielle e Quotient (z, # 0)
= 1 1
e b | s Les coordonnées d'un nombre complexe z = a + hi
— vecteur 0z, (aq, = — - S : e
1 (a1, by) I sont (a.b). 3 y ) Z; ay + byi 2123
| Conjugué géométrique _— = T = 2
zz = @z + byl i Siz=a+biaorsZ=a-bi Z2 Hasitig? |22 |
— | —_—
— vecteur 0z, (a;, b | Im ( ¥
2 (az 2) H 3 $(a.b) z et Z sont I | b2
; TG ph 3y avec |z|% = a3 + b3
2y 2y = (ay+ @) + (by + ba) ¢ ! % ; par rapport
e | o a Re | alaxe
— vecteur 0z;+z (@ + @z, by + b)) | b ;E(a,—b) | des abscisses.

Les nombres complexes prolongent 'ensemble des nombres réels en introduisant un nombre i tel que i*= -1 ; ils
permettent de résoudre des problémes inaccessibles aux réels seuls et fournissent un outil de calcul puissant en électricité
et en mécanique.

Forme algébrique

Tout nombre complexe z s'écrit de facon unique z = a + ib, ou a et b sont des réels et i vérifie i* = - 1. a est appelé partie
réelle de z, notée Re(z), et b est appelé partie imaginaire de z, notée Im(z).

Egalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.
Somme et produit

(a+ib) + (c+id) = (a+c) + i(b+d). (a+ib) x (c+id) = (ac - bd) + i(ad + bc) (en développant et en remplacant i? par -1).
Conjugué

Le conjugué de z = a+ib est le nombre complexe Z=a - ib. On az x Z = a* + b, qui est un réel positif.

Quotient

Pour calculer un quotient de nombres complexes, on multiplie le numérateur et le dénominateur par le conjugué du
dénominateur, afin de faire apparaitre un réel au dénominateur : 1/(c+id) = (c-id) / (c* + d?).

Outils

Ces calculs, simples dans leur principe, sont menés a la main dans les cas courants et vérifiés ou effectués a I'aide d'une
calculatrice disposant du mode complexe.

Exemple résolu

Enoncé
Ondonnez,=3+2ietz,=1-i.

1) Calculer z;, + z, et z;, X z,.

2) Calculer le conjugué de z,.




3) Calculer z, / z,.

Résolution
1) z,+ 2, = (3+1) +i(2-1) =4 +1i.

7, % 2, = (3+2i)(1-i) = 3x1 + 3x(-i) + 2ix1 + 2ix(-i) =3-3i+2i - 2i*=3-i-2x(-1)=3-i+2=5-1.
2) Conjuguéde z,: 7, =3 - 2i.

3) z/z, = (3+2i)/(1-i) = (3+2i)(1+i) / [(1-i)(1+i)] = (3+ 3i+ 2i + 2i%) / (1 +1%) = (3+5i-2) /2=(1+5i) /2=
0,5+ 2,5i.

Applications métiers (Travaux Publics) : Représentation des grandeurs sinusoidales en électricité (tension, intensité, impédance),
composition de mouvements vibratoires, résolution d'équations liées a I'étude des oscillateurs et circuits.



1D2 — Représentation géomeétrigue ; module et argument d'un
nombre complexe

1D2 — Représentation géométrique ;
module et argument d'un nombre complexe

Plan complexe € Module d'un nombre complexe
AgUBnemborelcemplexers: Svakt it Le module de z = a + bi est défini par
est représenté par le point M(a, b) du plan. =
|z] = va? + b?
A Im (partie imaginaire) M (a, b) C'est la distance de M(a,b) a lorigine O.
Propriétés :
b t---—-—mm e e |z| Z0et|z] =0« z=0
I
: e [2122] = |z1] |22]
i z z
s | it S L W
oM =z | Z2 |z2|
| —_
I o lz| = |z]
2] ‘
I
I
} Argument d'un nombre complexe
I
0 | Un argument de z # 0 est tout réel 8 tel que
I
f - [z:lzl(cosé‘+isin9) ]
o} a Re s =
. (partie réelle) @ est l'angle orienté (er:a‘dlans) entre l'axe
o T des réels et le vecteur OM.
Interprétation géométrique
Propriétés :
Le point M image de z a pour En coordonnées : si z = a + bi alors
e Tout nombre complexe non nul admet une
coo—rdonnees (a, b). 5 el = s ST infinité d'arguments : 8 + 2kn  (k € E)
* OM est le vecteur associé a z. 5 « Argument principal : arg(z) € (—m, 7]
e |z| est la longueur de OM. tanf = — (si a # 0) e arg(z) = —arg(z) [27]
a
e 6 est l'angle orienté entre e arg(z;z;) = arg(z;) + arg(zz) [2n]
7 — et @ est choisi dans (—m, ] (valeur principale).
I+ z.
l'axe des réels et OM. % arg(i) =arg(ai)l —varglm) 2] (53.5290)

Forme polaire (ou trigonométrique) : tout z # 0 s'écrit z = |z|(cos @ + isin ), ol |z| est le module et @ un argument de z.

Un nombre complexe peut étre représenté par un point ou un vecteur du plan, ce qui donne un sens géométrique concret
aux opérations sur les nombres complexes.

Plan complexe

On associe au nombre complexe z = a + ib le point M de coordonnées (a ; b) dans un repére orthonormé, appelé image de
z ; réciproquement, z est appelé affixe du point M (ou du vecteur OM).

Module
Le module de z=a +ib, noté |z|, est |a distance OM : |z| = V(a? + b?). On a la relation |z|*=z % Z.

Argument

Pour z non nul, I'argument de z, noté arg(z), est une mesure en radians de I'angle orienté formé par I'axe des réels et le
vecteur OM. |l est défini a 2krt preés (k entier relatif).

Lien avec les coordonnées polaires

Sir=|z| et ©=arg(z), alorsa =r cos(B) et b =r sin(B) : le module et I'argument correspondent aux coordonnées polaires
du point M.

Exemple résolu

Enoncé
Déterminer le module et un argument du nombre complexe z = 1 + iV3.

Résolution
Module : |z]| = V(12 + (¥3)}) =V(1+3) =V4 = 2.

Argument 8 : cos(B) = 1/2 et sin(8) = V3/2. Ces valeurs correspondent a 8 = 11/3 (60°).
Donc |z| =2 et arg(z) = /3 (a 2krt pres).

Applications métiers (Travaux Publics) : Représentation des grandeurs sinusoidales en électricité (tension, intensité, impédance),
composition de mouvements vibratoires, résolution d'équations liées a I'étude des oscillateurs et circuits.






1D3 — Forme trigonomeétrique et forme exponentielle ; opérations

L 1D3 — Forme trigonométrique et forme exponentielle ; opérations

Plan complexe C
Soitz=a+ibeC (z#0) Des formes équivalentes
A Im (partie imaginaire) s —_—— =
M(a, b) est le point image de z. 1) Forme algébrique z=a+ib (a,b € R)
a = Re(z
M(a,b) avec =)
) b = Im(z)
i représente z = a + ib
b=rsin@ b+------- e e - :
i 2) Forme trigonométrique | z — r(cos @ +isinf)
! e e e v
HE r=|z| i.!; in avec{r:‘z‘: Va? + b?
= T 6 = arg(z) (mod 2w)
i _ _
i i 3) Forme exponentielle (z =upigt?
i
|
| ri= 2|
o i avec ’ »
. = arg(z mod 27
,, , , i g g2 ( )
0 a=rcosf a (partie réelle) ‘ [ Ainsi: z=a+ib=r(cosf + isinf) = re? ]
Lien entre les coordonnées et (r, ) Cas particuliers Opérations en forme trigonométrique / exponentielle
! A partir de (a, b) ! A partir de (r,8): || * 2 =0: pas dargument (r = 0). = Rroduit | ziz2 = i ei@to2) |
‘ £ i « z réel positif: @ = 0 (mod 27). (modulus multipliés, arguments additionnés)
o 2 2 i 5 — - — N
r=sa + b ey L a=rcosf o 2 rdal pégatif: @ = n (mod 2n). + Quotient (z # 0) 2 _ om0 -6y)
@ = atan2(b, a) i b = rsing = o e L 22 rz )
I * z imaginaire pur positif : A
| ! = (modulus divisés, arguments soustraits)
| ol atan2(b,a) est largument de z | 6= 5 alniodiza): « Puissance (n € ) Ezn g gind
' ! - inai & if - ST
| dans lintervalle (-7, w). | 5 'mag'":"g pur négatif : (De Moivre)
2 8 = — 5 (mod 2m). : ia
: 2 2 e 2 * Racines n-iémes r ' i(\8+2Zkn >
| L Rappel : f:os 8 +sin“8 = 1 et et = r!/ﬂeL(T/r!‘ s 0,0~ 1 |
Exemples - ' = o -
' r= J(-1)2+ (3?2 = 2 % o | @ z=2e's, 7 o=3e's [ Formule d'Euler
Q:=-1+iv3 —» 2 — 2:2(1:05?-!-isin7)=2e=.!T ! . s | W o el
6 = atan2(v3, -1) = 3 H = z3z3 = eet(_,— r;) = Rl L e’” = cost + isin |

En complément de la forme algébrique, la forme trigonométrique et son écriture condensée, la forme exponentielle, sont
particulierement adaptées au calcul de produits, de quotients et de puissances de nhombres complexes.
Forme trigonométrique

Tout nombre complexe non nul z, de module r et d'argument 6, s'écrit z =r (cos © +i sin 0).

Forme exponentielle
On note e = cos B +i sin 8 (notation d'Euler). La forme exponentielle de z s'écrit alors z=r €', avec r = |z| et 0 = arg(z).

Produit, quotient, puissance sous forme exponentielle
Pourz=re®etz' =r'e*":

zxZz' =rr' e (les modules se multiplient, les arguments s'ajoutent) ;
z/7'=(r/r') e (r'=0);

n

z" =r"e'"® pour tout entier n (formule de Moivre : (cos 8 + i sin 8)" = cos(nB) + i sin(nB)).

Passage d'une forme a l'autre

On passe de la forme algébrique a la forme trigonométrique (ou exponentielle) en calculant le module et I'argument (cf.
notion précédente) ; on passe de la forme trigonométrique a la forme algébrique en calculanta=rcos®etb=rsin 0.

Exemple résolu

Enoncé
On donne z = 2 e(in/3) et z' = 3 e’\(in/6).

1) Calculer le module et un argument de z x z'.
2) Calculer le module et un argument de z°.

3) Donner la forme algébrique de z.

Résolution
1) z x z' = (2x3) eMNi(r/3 + 1/6)) = 6 e”i(211/6 + 11/6)) = 6 e”(i(311/6)) = 6 e”(ir/2). Module 6, argument 11/2.

2) 7° = 2° e”\(ix3x71/3) = 8 e”\(ir). Module 8, argument 7t.




3) z =2 ein/3) = 2(cos(n/3) + i sin(n/3)) =2 x (1/2 +ixv3/2) = 1 +iV3.

Applications métiers (Travaux Publics) : Représentation des grandeurs sinusoidales en électricité (tension, intensité, impédance),
composition de mouvements vibratoires, résolution d'équations liées a I'étude des oscillateurs et circuits.



1D4 — Applications des nombres complexes

{ 1D4 — Applications des nombres complexes

Un régime sinusoidal permanent peut étre étudié 3 l'aide des nombres complexes (représentation de Fresnel).

1) Circuit électrique série R—L alimenté par une tension sinusoidale

R i(t)

e(t) : tension du générateur
i(t) : courant dans le circuit
e(t) L R : résistance (Q)

L : inductance (H)
e(t) = Ep, cos (wt)

w : pulsation (rad/s)

3) Grandeurs temporelles associées

Tension e(t) Courant i(t)

ity A
Im +
1 H r
0 :
\/ t i t
T
B I e
Le courant est en retard sur la tension : | >0 (r=¢w)

4) Impédance et relations dans le domaine complexe

Impédances des diples Impédance équivalente du circuit série R-L Relation entre tension

et courant

Zr=R (phasars)
Z =R+ jwL = |Z] e?® = =

2 = jul i 1218 E=2zI

donc

e 12| = R+ WL &y arg() - arctan () =%
I==

z

En résumé = Les sinusoides sont représentées par des nombres complexes (phasors).

 Les relations temporelles deviennent algébriques dans le plan complexe.

2) Représentation de Fresnel (plan complexe)

AIm
Sens de rotation
B el \ (avance de wt)
e e GBI e - e Correspondance
= w
| :E Eé’ entre sinusoides et nombres
ﬁf_ = jw LT N complexes (phasors)
; | 1
/ &
/ ¢ I =Tel*t x(t) = X cos (wt + a)
| wll +- o
| o= =5 o
wLi | Ur=RI
5 o X = Xela
X (0] RI Re %
\ / avec X = =2
\ e V2
N ‘ ¢=ag(Z)=¢: (valeur efficace)
N, | déphasage du courant e o8 =
Tae _~ | par rapport a la tension
e E :tension du générateur (référence)
e T : courant du circuit
o Upg : tension aux bornes de R [en phase avec f)
s U} : tension aux bornes de L (en avance de + % sur T)
5) C es (gréce au for
Loi d'Ohm généralisée Puissances (valeurs efficaces) Intérét

s * Puissance active P=RI?
E=ZI avec Z=R+jwl
+ Puissance réactive : Q =wLl?
Emediilaretisrguments: « Puissance apparente: S = EI
E=|Z|I Triangle des puissances
¢ = arg(Z) I retarde E s | a
de langle ¢ 7~
P

* Les modules donnent les valeurs efficaces, les arguments donnent les déphasages.

* Outil puissant pour L'étude des circuits en régime sinusoidal permanent.

e Calculs simples
(produits, guotients)
» Déphasages

visualisés

Méthode générale
(tous circuits

linéaires sinusoidaux)

Les nombres complexes permettent de résoudre toute équation du second degré a coefficients réels, et fournissent un
outil de calcul tres efficace pour représenter et manipuler les grandeurs sinusoidales rencontrées en électricité.

Résolution d'une équation du second degré a coefficients réels

Pour I'équation ax*>+ bx +c =0 (a, b, c réels, a # 0), on calcule le discriminant A = b? - 4ac :

— si A >0, deux solutions réelles distinctes x, = (-b-vA)/(2a) et x, = (-b+VA)/(2a) ;

— si A =0, une solution réelle double x, = -b/(2a) ;

— si A < 0, deux solutions complexes conjuguées x, = (-b-iv(-A))/(2a) et x, = (-b+iV(-A))/(2a) = X..

Représentation d'un signal sinusoidal

Une grandeur sinusoidale s(t) = A cos(wt + ¢) peut étre associée au nombre complexe (amplitude complexe) A e”(ip), qui
condense I'amplitude A et la phase . Cette représentation transforme les opérations de déphasage et de composition de

signaux en simples produits ou sommes de nombres complexes.

Impédance complexe

En régime sinusoidal, on associe a un dipéle électrique une impédance complexe Z, telle que la tension complexe soit U =

Z x| (I étant le courant complexe). Cette écriture permet de traiter simplement les circuits comportant résistances,

bobines et condensateurs en régime sinusoidal.

Exemple résolu

Enoncé
Résoudre dans C I'équation x*> - 4x + 13 =0.

Résolution
A=b?-4ac=(-4)*-4x1x13=16 - 52=-36 < 0.

V(-A) =36 = 6.

Les solutions sont x, = (4 - 6i)/2=2 - 3ietx, = (4 + 6i)/2 =2+ 3i.

L'équation admet deux solutions complexes conjuguées : x; =2 - 3iet x, = 2 + 3i.




Applications métiers (Travaux Publics) : Représentation des grandeurs sinusoidales en électricité (tension, intensité, impédance),
composition de mouvements vibratoires, résolution d'équations liées a I'étude des oscillateurs et circuits.



Exercices d'application

Ex. D1 — Impédance d'un circuit de chantier

Enoncé
Un moteur électrique de chantier est modélisé, en régime sinusoidal, par une impédance complexe Z = 8 + 6i (en ohms).

1) Calculer le module de Z. Que représente-t-il physiquement (impédance en Q) ?

2) Déterminer un argument de Z, arrondi au degré prés (on rappelle tan(0) = partie imaginaire / partie réelle).

Corrigé
1) |Z| = V(8% + 6%) = V/(64+36) =100 = 10 Q. C'est le module de I'impédance, qui relie les amplitudes de la tension et du
courant (U= 1|Z]| x1).

2) tan(B) = 6/8 = 0,75, avec cos(8) = 8/10 =0,8 > 0 et sin(B) = 6/10 = 0,6 > 0 (6 dans le premier quadrant). 6 = arctan(0,75)
= 36,9°. L'argument de Z vaut environ 36,9°, ce qui représente le déphasage entre tension et courant.

Ex. D2 — Composition de deux vibrations

Enoncé
Deux vibrations sinusoidales de méme fréquence, appliquées a un méme point d'un ouvrage, sont représentées par les
amplitudes complexes z, = 3+ 4i et z, = 5 - 12i (en mm).

1) Calculer I'amplitude complexe résultante z = z, + z,.
2) Calculer le module de z, qui représente I'amplitude de la vibration résultante.

Corrigé
1)z=2,+2,=(3+5) +i(4-12) =8 - 8i.

2) |z| = V(8% + (-8)?) = V(64+64) =128 = 8v2 = 11,31 mm.



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Pour un nombre complexe z = a + ib, A quoi est égal z x Z (Z étant le conjugué de z) ?
A.a*-b?

B. a*+b?* v (réponse correcte)

C.2a

D.O
Explication : z x Z = (a+ib)(a-ib) = a* - (ib)? = a* - i*b* = a® + b” (réel positif).

Question 2. Le module d'un nombre complexe z = a + ib est donné par :

A a+b

B. V(a® - b?)

C.V(a*+b?) v (réponse correcte)

D.axb

Explication : Le module de z est la distance a I'origine dans le plan complexe : | z| = V(a* + b?).

Question 3. Sous forme exponentielle, le produit de z=r e”(i0) et z' = r' e/(i0') vaut :

A.rr' eMi(e+8")) v (réponse correcte)

B.rr' e’ i(6-8")

C. (r+r') e7(i68")

D.rr'e”(i68')

Explication : Sous forme exponentielle, les modules se multiplient et les arguments s'ajoutent : zz' = r r' e*(i(6+6')).

Question 4. Pour une équation du second degré a coefficients réels de discriminant A < 0, les solutions sont :

A. Deux réels distincts

B. Un réel double

C. Deux complexes conjugués v (réponse correcte)

D. Il n'y a pas de solution

Explication : Lorsque A < 0, I'équation admet deux solutions complexes conjuguées.

Question 5. En électricité, I'impédance complexe Z permet de relier tension complexe U et courant complexe | par la
relation :

A.U=Z+I|
B.U=ZxI| v (réponse correcte)
C.u=2/I
D.U=Z-1

Explication : En régime sinusoidal, la loi d'Ohm complexe s'écrit U = Z x |, Z étant I'impédance complexe du dipdle.



Mathématiques — BTS Travaux Publics

Module E — Statistique descriptive

lére année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
1E1 Série statistique a une variable : résumés numériques et graphiques 1
1E2 Série statistique a deux variables ; ajustement affine par la méthode des moindres 2
carrés
1E3 Coefficient de corrélation linéaire 1




1E1 — Série statistique a une variable : resumeés numériques et

graphiques

‘ 1E1 — Série statistique a une variable : résumés numériques et graphiques

Exemple : résistances a la compression du béton a 28 jours (MPa) — n = 50 essais

Diagramme en boite (boite a moustaches) Résumé numérique
Minimum @1 Médiane Qs Maximum n (effectif) 50
24,5 32,0 40,0 48,0 55,2
i i i Minimum 24,5 MPa
i i
| ! Q1 (1 quartile) : 32,0 MPa
" " Médiane (Q2) 40,0 MPa
I
| ‘ ! | | Qs (3¢ quartile) : 48,0 MPa
1 | i |
! | ‘ b ! Maximum 55,2 MPa
r T T i I T T T T 1
20 | 2 | 3 40| 4 0 55, 0
| 5 30 i 5 | 5 ! bl ! 6 Moyenne 40,3 MPa
| | i I ; Résistance (MPa) .
H | | | i Ecart-type (s) 6,8 MPa
i | ] | i
Fréquence (%) ! Histogramme des fréquences (mémes données) ! Etendue 30,7 MPa
\ i 1 { i IQR (@3 — Q1) 16,0 MPa
/| PR = L =l 2 s S e s e . SR
i i i
i i i i
) 1 |
20 4 - b £ - -1 1= | Lecture conjointe
i i i i
S i ! L { o 50 % des résistances sont comprises
LB = S TR R e =7 L NN e entre @, et Qs (32,0 & 48,0 MPa)
OVALLAE e S e s - S Mk el o La médiane (40,0 MPa) partage la série
: } en deux groupes de méme effectif.
5 4 l i o & Les moustaches indiquent 'étendue
des valeurs observées (24,5 4 55,2 MPa).
O T 0 "W S D R R O X
: 1 Classes de laréeur 5 MPa : 1 Résistance (MPa) ,I ,I S ; ) = R
étirée a droite.
Min Q1 Médiane Qs Max o
24,5 32,0 40,0 48,0 55,2

I:| 50 % des valeurs

—— Meédiane

Correspondance boite — histogramme

Les bords de la boite (Qq et Q3) et la médiane se projettent sur 'histogramme et délimitent environ les 25 %, 50 % et 75 % cumulés des données.

Les moustaches couvrent l'ensemble des valeurs observées. —=— Valeurs extrémes (observées)

Résumer une série de mesures ou de données de chantier par quelques indicateurs numériques et graphiques permet d'en
dégager rapidement les tendances et la dispersion, en réactivant et en approfondissant les notions vues au lycée.
Caractéristiques de position

La moyenne d'une série est la somme des valeurs divisée par I'effectif total. La médiane est la valeur qui partage la série
ordonnée en deux effectifs égaux (autant de valeurs inférieures que de valeurs supérieures).

Caractéristiques de dispersion

L'étendue est la différence entre la plus grande et la plus petite valeur de la série. L'écart interquartile (Q3 - Q1) mesure
I'étalement de la moitié centrale des données. L'écart type mesure la dispersion des valeurs autour de la moyenne.
Représentations graphiques

Histogramme (pour des données regroupées en classes), diagramme en boite (boite a moustaches, représentant
médiane, quartiles et valeurs extrémes), diagramme en batons pour une série discréte.

Outils

Le calcul de ces résumés numériques et le tracé des représentations graphiques se font a I'aide d'un logiciel (tableur) ou
d'une calculatrice, I'accent étant mis sur l'interprétation plutét que sur le calcul manuel.

Regroupement par classes

Lorsque les données sont nombreuses, un regroupement par classes facilite la lecture ; le choix du nombre et de la
largeur des classes influence la lisibilité de I'histogramme obtenu, ce que I'on peut explorer a I'aide d'un tableur.

Exemple résolu

Enoncé
Une série de 7 essais de résistance a la compression d'un béton donne (en MPa) : 28 ; 30; 27; 32;29; 31;
26.

1) Calculer la moyenne de cette série.

2) Déterminer la médiane de cette série.




3) Déterminer I'étendue de la série.

Résolution
1) Moyenne = (28+30+27+32+29+31+26)/7 = 203/7 = 29 MPa.

2) Série ordonnée : 26 ; 27 ; 28 ; 29 ; 30 ; 31 ; 32. L'effectif est 7 (impair), la médiane est la 4° valeur :
médiane = 29 MPa.

3) Etendue = valeur max - valeur min = 32 - 26 = 6 MPa.

Applications métiers (Travaux Publics) : Exploitation de séries de mesures ou de relevés de chantier (résistances de matériaux, résultats
d'essais géotechniques, relevés topographiques), corrélation entre deux grandeurs (ex. teneur en eau / portance d'un sol).



1E2 — Série statistique a deux variables ; ajustement affine par la
méthode des moindres carrés

‘ 1E2 — Série statistique a deux variables ; ajustement affine par la méthode des moindres carrés ’

Exemple : influence de la teneur en eau sur la portance d'un sol compacté (n = 30 essais)

A Portance (MPa) ‘ 9 .
Ajustement affine (méthode des moindres carrés)
50 =+ ® Observations (30 essais)
La droite d'ajustement est de la forme :
—— Droite des moindres carrés
g y=ax+ b
+  Point moyen (X, ¥)
avec :
_ cov(X,Y)
b e pente a = ST — —~0,163
[ e ordonnée a l'origine b = ¥ — aZ = 5,02
. e e
. )
L -
¥y = —0,163x + 5,02
0w
N NSRS REDSS - f s
29 ! Interprétation :
L Point moyen (% , ¥) } Chaque augmentation de 1 % de la teneur en eau
. 5 |
(13,0:2,9) i entraine en moyenne une diminution de 0,163 MPa
052, |
! de la portance,
20 T |
’ I
|
Droite des moindres carrés / !
I |
LEvT y=ax+b f Indicateurs associés
I
! ¥ =130% (moyenne des teneurs en eau)
1,0 + t ¢ 3
5 75 10 125 130 15 175 20 25 25 g5=i25MPat Almoyenneides pogtances)
Teneur en eau w (%) r = —0,86 (corrélation linéaire forte et négative)
S - R? = 0,74 (74 % de la variabilité expliquée
Lecture du graphique éthode des moindres carrés s
graphiq e e " par le modéle linéaire)
= Le nuage de points montre une relation décroissante entre la teneur Onicharche laidrolte § = ax +& qul minimise la'somme des camés
en eau et la partance Sesilisiduck
* La droite des moindres carrés (orange) résume la tendance moyenne S= i: (3 = 9} minimale
du nuage. i=1
® Le point moyen (%, 7) est le centre de gravité du nuage ; la droite . = .
ol y; sont les valeurs observées et ¥; les valeurs estimées Légende des symboles

passe toujours par ce point.
par la droite.

x : teneur en eau (%)
3 ) = ) ) y Er 2 v : portance (MPa)
. Aretenir  La méthode des moindres carrés fournit la meilleure droite d'ajustement affine au sens de Uerreur quadratique
Elle est largement utilisée en génie civil pour modéliser des relations expér (sols, bétons, matériaux...). y-tiportance esUifée pantaidrate

Lorsque deux grandeurs sont mesurées simultanément, on cherche s'il existe une relation entre elles, et on peut proposer
un modele affine adapté au nuage de points obtenu.

Nuage de points, point moyen

Une série statistique a deux variables (x ; y) se représente par un nuage de points. Le point moyen G a pour coordonnées
(X ; ¥), moyennes respectives des valeurs de x et de y.

Ajustement affine

Lorsque le nuage de points a une forme globalement allongée, on peut chercher une droite d'ajustement y = ax + b qui
approche au mieux le nuage.

Méthode des moindres carrés

La droite des moindres carrés est celle qui minimise la somme des carrés des écarts verticaux entre les points du nuage et
la droite. Un logiciel ou une calculatrice fournit directement les coefficients a et b de cette droite ; on observe, a I'aide du
logiciel, le caractére minimal de cette somme.

Liaison statistique et causalité

Un ajustement affine traduit une liaison statistique entre deux variables, mais ne prouve pas nécessairement de relation
de cause a effet entre elles : cette distinction est importante dans l'interprétation des résultats.

Interpolation et extrapolation

Une fois I'ajustement obtenu, on peut I'utiliser pour estimer une valeur de y pour un x situé a l'intérieur de la plage
étudiée (interpolation) ou en dehors de cette plage (extrapolation, a utiliser avec prudence).

Changement de variable

Lorsque le nuage de points n'est pas allongé, un changement de variable simple (donné dans I'énoncé) permet parfois de
se ramener a un ajustement affine sur les nouvelles variables.

Exemple résolu

Enoncé
On mesure la teneur en eau x (%) et la portance y (indice CBR) d'un sol pour 5 échantillons : (10 ; 45), (12 ;




40), (14 ; 34), (16 ; 30), (18 ; 24).

Un ajustement affine par moindres carrés, obtenu a I'aide d'un tableur, donney = -2,6x + 71.
1) Calculer le point moyen du nuage.

2) Vérifier que le point moyen appartient (a I'arrondi prés) a la droite d'ajustement.

3) Utiliser cet ajustement pour estimer la portance pour une teneur en eau de 15 %.

Résolution
1) X = (10+12+14+16+18)/5 = 70/5 = 14. y = (45+40+34+30+24)/5 = 173/5 = 34,6. Point moyen G(14 ; 34,6).

2) Pour x=14:y=-2,6x14+71=-36,4 + 71 = 34,6. On retrouve exactement y = 34,6 : le point moyen
appartient bien a la droite des moindres carrés (propriété générale de cette droite).

3) Pour x=15:y=-2,6x15+71 =-39 + 71 = 32. Portance estimée : 32 (interpolation, car x = 15 est compris
entre 10 et 18).

Applications métiers (Travaux Publics) : Exploitation de séries de mesures ou de relevés de chantier (résistances de matériaux, résultats
d'essais géotechniques, relevés topographiques), corrélation entre deux grandeurs (ex. teneur en eau / portance d'un sol).



1E3 — Coefficient de corrélation linéaire

‘ 1E3 — Coefficient de corrélation linéaire

Le coefficient de corrélation linéaire 7 mesure l'intensité et le sens de la relation linéaire entre deux variables quantitatives. ‘

4 J

A gauche : relation linéaire forte et positive A droite : relation linéaire nulle (pas de relation linéaire)

i r proche de 1 (r = 0,95) Lr proche de 0 (r = 0,05) J

y y A
70 + 70
Résistance Résistance
4 la compression 60 T a la compression 60 1" % 7o . .
(MPa) (MPa) .
50 50
. F % .
. .
40 + A0 ke o e
]
. L] .
30iars 30 . . .
L]
. e
v Points bien alignés
20 1+ 9 i 20 . v Points trés dispersés
autour d'une droite G
= - v Pas de tendance linéaire
v Relation linéaire forte
205t et positive 10 4 apparente
v r est proche de +1 \_‘/ f'_eiprnche de 0
0 t t+ t t t t 0 t t + t t t
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Teneur en ciment (%) Teneur en ciment (%)
Interprétation du coefficient de corrélation linéaire r Repéres de valeurs de r Formule
g s o y cov(X,Y
e 7 > 0 : relation linéaire positive (quand x augmente, y tend & augmenter). Ir] > 0,8 : corrélation forte r = _9(_5;./_)
Sx
o7 0 : relation linéaire négative (quand z augmente, y tend & diminuer). 0.5 . corrélation moderde ‘ g
s 1 proche de 1 ou —1 : relation linéaire forte. 0.2 < |r] < 0,5 : corrélation faible cov(X,Y) : covariance
e 1 proche de 0 : absence de relation linéaire. sx : écart-type de X

el <02 : corrélation trés faible ou nulle |
sy : écart-type de Y

Le coefficient de corrélation linéaire quantifie la qualité d'un ajustement affine, c'est-a-dire a quel point les points du
nuage sont proches d'étre alignés.

Définition et propriétés

Le coefficient de corrélation linéaire r, obtenu a I'aide d'un logiciel ou d'une calculatrice, est un nombre compris entre -1
et 1. Plus |r| est proche de 1, meilleure est la qualité de I'ajustement affine (points proches d'étre alignés) ; plus |r| est
proche de 0, moins |'ajustement affine est pertinent.

Signe der

Un coefficient r positif indique une tendance croissante (quand x augmente, y augmente en moyenne) ; un coefficient r
négatif indique une tendance décroissante.

Usage pour comparer deux ajustements

Le coefficient de corrélation permet de comparer la qualité de deux ajustements (par exemple un ajustement affine direct
et un ajustement obtenu aprés changement de variable) et de choisir le modéle le plus pertinent.

Exemple résolu

Enoncé
Pour la série teneur en eau / portance de I'exemple précédent, un logiciel donne un coefficient de
corrélation linéaire r = -0,998.

Interpréter cette valeur.

Résolution

|r] =0,998 est trés proche de 1 : I'ajustement affine est de trés bonne qualité, les points du nuage sont
presque alignés. Le signe négatif de r confirme la tendance observée sur le nuage : la portance diminue
lorsque la teneur en eau augmente. On peut donc utiliser le modéle affine obtenu avec une bonne
confiance, au moins pour des valeurs de x proches de la plage étudiée (10 % a 18 %).

Applications métiers (Travaux Publics) : Exploitation de séries de mesures ou de relevés de chantier (résistances de matériaux, résultats
d'essais géotechniques, relevés topographiques), corrélation entre deux grandeurs (ex. teneur en eau / portance d'un sol).






Exercices d'application

Ex. E1 — Analyse granulométrique

Enoncé
Une série de 8 mesures du pourcentage de fines (< 80 um) dans un granulat donne : 5,2;4,8;5,5;6,1;4,9;5,3;5,0;5,6
(en %).

1) Calculer la moyenne de cette série.
2) Calculer I'étendue de cette série.

3) La spécification technique impose un pourcentage de fines inférieur a 6 %. Combien de mesures dépassent cette valeur
5

Corrigé
1) Moyenne = (5,2+4,8+5,5+6,1+4,9+5,3+5,0+5,6)/8 = 42,4/8 = 5,3 %.

2) Etendue = 6,1 - 4,8 =1,3%.
3) Une seule mesure (6,1 %) dépasse la valeur seuil de 6 %.

Ex. E2 — Corrélation résistance / dosage en ciment

Enoncé
On mesure, sur 5 gachées, le dosage en ciment x (kg/m°®) et la résistance a 28 jours y (MPa) : (300 ; 25), (320 ; 28), (340 ;
31), (360 ; 33), (380; 37).

1) Calculer le point moyen du nuage.

2) Un tableur donne I'ajustement affine y = 0,145x - 18,5 (coefficients arrondis) et un coefficient de corrélation r = 0,996.
Commenter la qualité de cet ajustement.

3) Estimer, a I'aide de cet ajustement, la résistance pour un dosage de 350 kg/m?.

Corrigé
1) X = (300+320+340+360+380)/5 = 1700/5 = 340. y = (25+28+31+33+37)/5 = 154/5 = 30,8. Point moyen G(340 ; 30,8).

2) |r| = 0,996 est trés proche de 1 : I'ajustement affine est de trés bonne qualité, les points sont presque alignés.

3) y=0,145 x 350 - 18,5 = 50,75 - 18,5 = 32,25 MPa (estimation par interpolation, 350 étant compris entre 300 et 380).



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Pour une série statistique a une variable, la médiane est :

A. La moyenne des valeurs

B. La valeur qui partage la série ordonnée en deux effectifs égaux v (réponse correcte)
C. La plus grande valeur de la série

D. L'écart type de la série

Explication : La médiane sépare la série ordonnée en deux parties de méme effectif.

Question 2. La droite d'ajustement obtenue par la méthode des moindres carrés minimise :

A. La somme des écarts verticaux

B. La somme des carrés des écarts verticaux entre les points et la droite v (réponse correcte)

C. La distance entre les deux premiers points

D. Le nombre de points au-dessus de la droite

Explication : La méthode des moindres carrés minimise la somme des carrés des écarts (résidus) entre les points du nuage et la droite
d'ajustement.

Question 3. Un coefficient de corrélation linéaire r proche de O signifie :

A. Un ajustement affine de trés bonne qualité

B. Un ajustement affine peu pertinent v (réponse correcte)

C. Une relation de cause a effet certaine

D. Que toutes les valeurs de x sont égales

Explication : Plus |r| est proche de 0, moins |'ajustement affine est pertinent (points peu alignés).

Question 4. Le point moyen G(X ; y) d'un nuage de points appartient toujours a :

A. L'axe des abscisses

B. La droite d'ajustement des moindres carrés v (réponse correcte)

C. L'axe des ordonnées

D. Aucune droite en particulier

Explication : Une propriété de la droite des moindres carrés est de toujours passer par le point moyen du nuage.

Question 5. Un ajustement affine entre deux variables traduit :

A. Nécessairement une relation de cause a effet

B. Une liaison statistique, sans préjuger d'une relation de cause a effet v (réponse correcte)

C. Une absence totale de lien entre les variables

D. Une erreur de mesure systématique

Explication : Un ajustement affine met en évidence une liaison statistique entre deux variables, qu'il convient de distinguer d'une
relation de cause a effet.



Mathématiques — BTS Travaux Publics

Module F — Probabilités 1

lére année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
1F1 Conditionnement et indépendance ; arbres et tableaux de probabilités 2
1F2 Loi binomiale : reconnaissance, représentation, calcul de probabilités 2
1F3 Espérance, variance et écart type de la loi binomiale 1
1F4 Loi uniforme sur [a, b] 1
1F5 Loi normale ; approche graphique et calcul de probabilités 2
1F6 Approximation d'une loi binomiale par une loi normale ; somme de variables 2
indépendantes ; théoreme de la limite centrée




1F1 — Conditionnement et indépendance ; arbres et tableaux de
probabilités

‘ 1F1 — Conditionnement et indépendance ; arbres et tableaux de probabilités ‘

{ Exemple : production de béton provenant de deux centrales }

Arbre pondéré de probabilités (deux niveaux) Tableau récapitulatif des probabilités jointes
i Conforme i Conforme Non conforme ot
¥ s - ssues otal
: © PC, nC) =0,60x095=057 © (NC)
] Centrale 1 (C;) 0,57 0,03 0,60
0,60 Centrale 1 :
Non conforme
P(C; NNC) = 0,60 x 0,05 = 0,03
(NC) Centrale 2 (C;) 0,36 0,04 0,40
Total 0,93 0,07 1,00

Conforme

- PC;NC) =040%090=036 =

Probabilités marginales et conditionnelles

0,40
Cy
Gortrale 2 « Probabilités marginales : Probabilités conditionnelles :
) « PC|C) = 095
N fo - 1
on conforme [ | pic, nNC) = 0,40 0,10 = 0,04 P(C) = 093
(NC) ¢ P(NC|Cy) = 0,05
P(NC) = 0,07
s PIC|Cy) = 090
Niveau 0 Niveau 1 Niveau 2 & -
(choix de la centrale) (centrales) (conformité) * PNC[C) =01
Lecture de l'arbre Indépendance ?
—— 0,60 et 0,40 : probabilités de choisir la centrale C; ou C; C et le choix de la centrale sont-ils indépendants 7
—— 0,95 et 0,90 : probabilités d'avoir un béton conforme sachant la centrale On compare P(C | C;) et P(C) : P(C|C)) =095 et PC) =093

—— 0,05 et 0,10 : probabilités d'avoir un béton non conforme sachant la centrale
Comme P(C | C,) # P(C), les événements “conforme” et “choix de la centrale”

Les probabilités des chemins sont obtenues par le produit des probabilités le long e N
Nesaih ne sont pas indépendants. |
u chemin.

La probabilité conditionnelle formalise I'idée d'une probabilité réévaluée a la lumiéere d'une information supplémentaire ;
les arbres et tableaux de probabilités en sont les outils de représentation privilégiés.

Probabilité conditionnelle

Pour un événement A de probabilité non nulle, la probabilité de B sachant A, notée P,(B), est définie par P,(B) =P(An B) /
P(A). On en déduit P(A n B) = P(A) x P,(B).

Arbre pondéré

Un arbre pondéré représente une succession d'événements ; sur chaque branche figure une probabilité (simple ou
conditionnelle). La probabilité associée a un chemin s'obtient en multipliant les probabilités portées par les branches de
ce chemin. Un arbre correctement construit constitue une preuve.

Tableau de probabilités (tableau croisé)

Alternative a I'arbre, le tableau croise deux caractéres et permet de lire directement des probabilités d'intersection, ainsi
que les probabilités marginales (totaux de lignes et de colonnes).

Partition de l'univers et probabilités totales

Si les événements Ay, A,, ..., An forment une partition de l'univers, alors, pour tout événement B : P(B) = P(A,)xP_{A}(B) +
P(A)xP_{A,}(B) + ... + P(An)xP_{An}(B). Cette formule (dite des probabilités totales) n'est pas exigée en tant que telle,
mais sa mise en ceuvre, a l'aide d'un arbre, doit étre maitrisée.

Indépendance de deux événements

A et B sont indépendants si P(A n B) = P(A) x P(B), ce qui équivaut a P,(B) = P(B) (la réalisation de A ne modifie pas la
probabilité de B).

Exemple résolu

Enoncé

Un laboratoire de controle qualité recoit des éprouvettes de béton provenant de deux centrales : 60 % de la
centrale C1 et 40 % de la centrale C2. On sait que 5 % des éprouvettes de C1 sont non conformes, contre 12
% pour C2.




1) Construire I'arbre pondéré associé a cette situation.

2) Calculer la probabilité qu'une éprouvette prise au hasard soit non conforme.

Résolution

1) Arbre : a la racine, deux branches C1 (probabilité 0,6) et C2 (probabilité 0,4). Depuis C1, deux branches : «
non conforme » (0,05) et « conforme » (0,95). Depuis C2, deux branches : « non conforme » (0,12) et «
conforme » (0,88).

2) Notons NC I'événement « I'éprouvette est non conforme ». D'apres la formule des probabilités totales
appliquée a la partition {C1, C2} :

P(NC) = P(C1) x P_{C1}(NC) + P(C2) x P_{C2}(NC) = 0,6 x 0,05 + 0,4 x 0,12 = 0,03 + 0,048 = 0,078.

La probabilité qu'une éprouvette prise au hasard soit non conforme est de 0,078, soit 7,8 %.

Applications métiers (Travaux Publics) : Contréle qualité de fabrication (bétons, enrobés, matériaux), fiabilité d'équipements de
chantier, gestion des risques et des non-conformités.



1F2 — Loi binomiale : reconnaissance, représentation, calcul de
probabilités

‘ 1F2 — Loi binomiale : reconnaissance, représentation, calcul de probabilités ‘

On considére une variable aléatoire X suivant la loi binomiale B(n ; p) avec n épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés p.

Exemple : X ~ B(20; 0,08) (nombre de camions conformes sur 20 livraisons)

Représentation de la loi binomiale 3(20 ; 0,08) Loi binomiale B(n ; p)

P(X = k)
0,35 4 033 » Reconnaissance :
| a0 - n épreuves de Bernoulli indépendantes ;
- deux issues : succés (S) de probabilité p et échec (E)
0,30 + | p = 0,08
0,28 | de probabilité ¢ = 1 — p ;
i gl = prm;92 - X = nombre de succés observés.
0,25 e
« Probabilité d'obtenir exactement k succés
| Espérance : E(X) = np = 1,60 (k=01 )
r=0,1,...,n)
020 + 0,19 | Ecart-type : a(X) = /npq = 1,19
| typ! (X) = vnpq | POX = k) = (z) o gk
avec (77.) ﬂi‘
08 0,13 k K (n—k)!
0,10 c ilité |
alculs de probabilités (exemples)
0,05 « P(X=0)= (2[:}) (0,08)° (0,92)%° ~ 0,1900 |
0,05 >
-| 0,015 o PX =1) = (*) 0,08)" (0,92)"° = 03296 ‘
0,0034
A 0,0005  0,00005 g oy (20 2 15 ;
sl - e : : P(X =2 (2) (0,08)? (0,92)!% ~ 0,2824 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 e P(X <2) = P(0) + P(1) + P(2) = 0,8020
Nombre de succés k e P(X28) = 1—PX £2) ~ 0,1980
Lecture du graphique Propriétés utiles Valeurs numériques des premiéres probabilités
o L'axe des abscisses donne le nombre de succes k (de 0 & 20). ¢ E(X)=np
. V(X) =
* Laxe des ordonnées donne la probabilité P(X = k). () =nea k o 1 2 3 4 5 6 7 8 ‘
o Sin estgrand et p petit
e La distribution est dissymétrique a droite : la majorité des probabilités est (e - 10), [
i , . S ) P(X = k) | 0,1900 | 0,3296 | 0,2824 | 0,1298 | 0,0468 | 0,0147 | 0,0034 | 0,0005 | 0,00005
concentrée pour les petites valeurs de k (ici autour de 0 a 2). X peut étre approchée |
) |
¢ La somme des probabilités pour k = 0 & 20 est égale & 1. P DHICk A el P(X < k) | 0,1900 | 0,5196 | 0,8020 | 0,9318 | 0,9786 | 0,9933 | 0,9967 | 0,9972 | 0,9973
de paramétre A = ap. J

La loi binomiale modélise le nombre de succes obtenus lors de la répétition, a I'identique et de facon indépendante, d'une
méme épreuve a deux issues.

Schéma de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire a deux issues : « succes » (probabilité p) et « échec » (probabilité
1-p). Un schéma de Bernoulli est la répétition de n épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.

Loi binomiale

La variable aléatoire X égale au nombre de succés obtenus lors d'un schéma de Bernoulli a n épreuves, de paramétre p,
suit la loi binomiale de paramétres n et p, notée B(n ; p).

Reconnaitre une situation binomiale

On reconnait et on justifie qu'une situation reléeve de la loi binomiale en identifiant : la répétition d'épreuves identiques et
indépendantes, chacune a deux issues, et la variable comptant le nombre de succes.

Calcul de probabilités

On calcule une probabilité dans le cadre de la loi binomiale (P(X = k), P(X < k), etc.) a I'aide de la calculatrice ou d'un
logiciel ; aucune expression explicite de la loi binomiale n'est exigée.

Représentation graphique

On représente graphiquement la loi binomiale (diagramme en batons des probabilités P(X=k) pour k de 0 4 n) 3 I'aide d'un
logiciel.

Exemple résolu

Enoncé
Un controle de réception porte sur des poteaux préfabriqués. On considere que, de facon indépendante,
chaque poteau a une probabilité 0,08 de présenter un défaut. On préléve un échantillon de 20 poteaux.

1) Justifier que la variable X, égale au nombre de poteaux défectueux dans I'échantillon, suit une loi
binomiale ; donner ses parametres.




2) A l'aide d'une calculatrice ou d'un logiciel, on obtient P(X = 0) = 0,1887. Interpréter cette valeur.

Résolution

1) On répéte 20 fois, de facon indépendante, une épreuve de Bernoulli a deux issues (« défectueux » avec
probabilité 0,08, « conforme » avec probabilité 0,92). X compte le nombre de succés (poteaux défectueux) :
X suit donc la loi binomiale B(20 ; 0,08).

2) P(X =0) = 0,1887 signifie qu'il y a environ 18,9 % de chances qu'aucun des 20 poteaux de I'échantillon ne
soit défectueux.

Applications métiers (Travaux Publics) : Contréle qualité de fabrication (bétons, enrobés, matériaux), fiabilité d'équipements de
chantier, gestion des risques et des non-conformités.



1F3 — Espérance, variance et écart type de la loi binomiale

‘ 1F3 — Espérance, variance et écart type de la loi binomiale

Soit X ~ B(n;p) avec n épreuves de Bernoulli indépendantes et p probabilité de succeés.

Exemple : X ~ 13(20; 0,25) (nombre de succés sur 20 essais, p = 0,25)

P(X = k) Loi binomiale 13(20 ; 0,25) ! Formules générales (loi binomiale B(n;p))
- i i 1
025 E(X) =np = 20x0,25 = 5 « Espérance (moyenne) :
.25 + I
. e e
i E(X) = np |
| J
i
0,20 - ' 0,19120,1912 | « Variance :
i
i
] ( |
' V(X) = npg = np(1 - p)
0,15 1
« Ecart type :
| P — =
L a(X) = y/apg = /up(l —p) W
0,10 + | — _
| oug=1-p
0,05 4 Valeurs numériques (exemple)
0,0093 0,0106 e n =20
0,0003 00019 00032 5,0008 0,002 0,000 0,000 0,0000
0,00 4 ' — T T e p =025 (doncgq = 0,75)
4] 1 2 3 4 5 6! 7 8 9 0 T1 12 13 14 15 16 A7 18' 1% 19 20
. ] : e E(X)=np=25
o(X) = /apg = /30%0,25x0,75 ~ 1,94 | Nombre de succds k| | y(xy — npg — 200,25 x 0,75 = 3,75
t {
) L s o(X) = /3,75 = 1,94
n— o~ 3,06 p=EX)=5 n+ o~ 6,94 L =
Lecture du graphique Interprétation Rappel : fonction de masse
s Laxe des abscisses donne le nombre de succés k (de 0 a n). I RHTAG, Taii BTl S Rl A S UL RN RTE, Pour k = 0,1,...,n:
s Laxe des ordonnées donne la probabilité P(X = k).
 La droite verticale rouge indique Uespérance E(X) = np. L Altburda ceticimovennia S=MEMes Par. ()| SR04 P(X = k) (n) Fman
 La distribution est centrée autour de E(X). Iy a environ 68 % de chances d'obtenir entre 3 et T succés. ol A
s Environ 68 % des valeurs de X sont attendues dans lintervalle (bornes arrondies : 3,06 et 6,94).
[E(X) — o(X), E(X) + o(X)] avec g = 1 —p.

(propriété analogue 4 la loi normale pour n suffisamment grand)

L'espérance et I'écart type d'une loi binomiale renseignent respectivement sur le nombre moyen de succes attendu et sur
la dispersion de ce nombre autour de la moyenne, sur un grand nombre de répétitions de I'expérience globale.

Formules (admises)

Pour X suivant la loi binomiale B(n ; p) : E(X) = n x p (espérance) ; V(X) = n x p x (1-p) (variance) ; (X) = ¥(n x p x (1-p))
(écart type). Ces formules sont admises ; on peut les conforter expérimentalement a I'aide de simulations de la loi
binomiale.

Interprétation

L'espérance E(X) = np représente le nombre moyen de succés obtenu si I'on répéte un grand nombre de fois I'expérience
globale (les n épreuves). L'écart type mesure la dispersion typique du nombre de succés autour de cette moyenne.

Exemple résolu

Enoncé
On reprend X suivant la loi B(20 ; 0,08) (nombre de poteaux défectueux sur un échantillon de 20).

1) Calculer E(X) et interpréter.

2) Calculer I'écart type o(X), arrondi a 1072 prés.

Résolution
1) E(X) =n x p =20 x 0,08 = 1,6. Sur un grand nombre d'échantillons de 20 poteaux, on observerait en
moyenne 1,6 poteau défectueux par échantillon.

2) V(X) =nx p x (1-p) = 20 x 0,08 x 0,92 = 1,472. 6(X) = V1,472 = 1,21.

Applications métiers (Travaux Publics) : Contréle qualité de fabrication (bétons, enrobés, matériaux), fiabilité d'équipements de
chantier, gestion des risques et des non-conformités.



1F4 — Loi uniforme sur [a, b]

1F4 — Loi uniforme sur [a, b]

On dit que la variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a, b] si sa densité est constante sur [a, b] et nulle ailleurs. ‘

| Notation : X ~ U(]a, b])
Fonction de densité
A fx(z)
|| P T T hauteur =
b—a ! ! =&

1 I
1 1
1 1
I I
i |
1 |
! |
1 1
I I

0 a c d b
f————————.

Interprétation Poura<ec<d<b,
géométrique | st il = R

1
P(c < X < d) = aire du rectangle hachuré = 5

5. (= o) =

—a

La probabilité est proportionnelle a la longueur de l'intervalle [c, d].

Propriétés

* La densité est constante sur [a, b] : tous les sous-intervalles de méme longueur ont
la méme probabilité.

+ La probabilité d'un point est nulle : P(X = ¢) = 0 pour tout c.

+ La loi uniforme modélise une situation d'équiprobabilité sur lintervalle [a, b]

Exemple
Exemple :

Hauteur de

d—c
b-a

X ~ u(2 7

1
la densité

T-2

1

5

Définition
T
. ST la, b]
0

sinon

avec a < b.

Fonction de répartition
0 siz<a

Fx(z) = P(X <) =

sia<z<bh

1 siz>b

Espérance et variance

a+b
E =
(X) G
(b-a)?
V(X) = —~—
(X) 5
o IV
o(X) iz
P(sgxgs)—5’3—5f04
7-2 5
247
B(X) = S0~ =45
2
v(X) (T2) %5 . 2083

La loi uniforme continue modélise une variable aléatoire dont la valeur, comprise entre a et b, n'a a priori aucune raison

de privilégier une zone plutét qu'une autre de cet interva

Définition

lle.

Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a ; b] si, pour tout intervalle [c ; d] inclus dans [a; b], P(c< X< d) =
(d-c)/(b-a) : la probabilité ne dépend que de la longueur de l'intervalle considéré, pas de sa position.

Simulation

On peut concevoir une simulation de la loi uniforme sur [0 ; 1] (fonction aléatoire disponible sur toute calculatrice ou
tableur) puis, par transformation affine, obtenir une simulation de la loi uniforme sur tout intervalle [a ; b].

Espérance et écart type

Pour X suivant la loi uniforme sur [a ; b], E(X) = (a+b)/2 (milieu de I'intervalle) et I'écart type vaut o(X) = (b-a)/V12. Ces
résultats s'interprétent, comme pour la loi binomiale, dans le cadre d'un grand nombre de répétitions.

Exemple résolu

Enoncé

2) Calculer I'espérance de X et interpréter.

1) Calculer la probabilité que le retard soit compris entre 10 et 20 minutes.

L'heure d'arrivée d'un camion de livraison de béton sur un chantier, exprimée en minutes de retard par
rapport a I'horaire prévu, est modélisée par une variable aléatoire X suivant la loi uniforme sur [0 ; 30].

Résolution

1) P(10 < X = 20) = (20-10)/(30-0) = 10/30 = 1/3 = 0,333.

2) E(X) = (0+30)/2 = 15. En moyenne, sur un grand nombre de livraisons, le retard est de 15 minutes.

Applications métiers (Travaux Publics) : Contréle qualité de fabrication (bétons, enrobés, matériaux), fiabilité d'équipements de

chantier, gestion des risques et des non-conformités.




1F5 — Loi normale ; approche graphique et calcul de probabilités

‘ 1F5 — Loi normale ; approche graphique et calcul de probabilités ‘

Si X ~ N(p;a) (loi normale de moyenne p et d'écart type o), sa fonction de densité est :
1 (@—p)?

f(z) = e " 2of , rzeR
@ a2
fx) - Intervalle [u — e ; p+ o] @ 68,27 %
| Couronne jusqu'd [p — 20 ; p+ 20] @ 95,45 %
Couronne jusqu'a [ — 30 ; g+ 30] : 99,73 %
68 % Reste dans les queues (au-dela de +30) : 0,27 %

0,135 % ! 0,135 %
99,73 %

—q Iz pt

0 n—3c p—2c m a p+ 20 o+ 30 z
Interprétation Calculs de probabilités (standardisation) Exemple numérique
® La loi normale est symétrique autour de u (moyenne = médiane = mode). Si X ~ N(p;e), pourtout a < b : Soit X ~ N (p = 50, o = 10).
* Environ 68 % des valeurs sont & moins d'un écart type de la moyenne [ - o

- = = P S e g « PAOS X <60)=Plu—o0<X<p+o) ~6827%
* Environ 95 % des valeurs sont & moins de deux écarts types de la moyenne. L Xt =Flr—Td S
« Environ 99,7 % des valeurs sont 3 moins de trois écarts types de la moyenne. ¢ PBSX<T)=Plu-20<X<u+20) 95,45 %
e Seulement 0,27 % des valeurs se trouvent en dehors de [ — 35 ; p + 30] oli Z ~ N(0;1) (loi normale centrée réduite) o P(20< X <80) = P(u—30 < X < pu+30) ~ 099,73 %
s Plus o est grand, plus la courbe est étalée ; plus o est petit, plus elle est - ;

resserrée. On utilise la table ou la calculatrice pour P(Z < z) e P(X < 20) = P(X >80) = 0,135 % chacun

Exemples de calculs Rappel : propriétés

, . 45 — 50 65 — 50 _
1) P45 < X £65) = P Tl o zZ=< 0 = P(-0,5 < Z £ 1,5) o Si X ~ N(u;0) alors aX + b ~ N(ap + b, |alo) pour tout a # 0, b € R.

= P(Z < 1,5) = P(Z < -0,5) = 0,9332 — 0,3085 = 0,6247 + Somme de normales indépendantes : si X; ~ A (u, 07) et Xa ~ N (u2, 03) indépendantes,
i i 9 e c
soit environ 62,47 % Slors X s N et s e D)
55 —50

2, P(X<55) =P (z == ) = P(Z <0,5) ~ 0,6015 o Approximation : si X ~ B(n;p) avec np(1 — p) > 10, alors X est bien approchée par A/ (np, np(1 — p)).

soit environ 69,15 %.

La loi normale est la loi de probabilité continue la plus utilisée pour modeéliser des grandeurs mesurées sujettes a de
multiples petites causes de variation aléatoire ; elle joue un réle central en contréle qualité.

Loi normale

Une variable aléatoire X suit la loi normale d'espérance p et d'écart type o (notée N(u ; o)) si sa fonction de densité a une
courbe en forme de cloche, symétrique par rapport a p. On introduit cette loi a partir de I'observation, a I'aide d'un
logiciel, du cumul de nombreuses réalisations d'une expérience aléatoire uniforme.

Valeurs approchées usuelles
Pour X suivant N(u ; o) :

P(u-0 < X < ut+o) = 0,68 ;
P(u-20 < X < pu+20) = 0,95 ;
P(u-30 = X < p+30) = 0,997.

Ces valeurs, a connaitre et a interpréter graphiquement, sont a la base de la maitrise statistique des processus (cartes de
controle).

Calcul de probabilités

On utilise une calculatrice ou un tableur pour calculer toute probabilité dans le cadre de la loi normale (l'usage d'une
table de la loi normale centrée réduite n'est pas une nécessité).

Exemple résolu

Enoncé
La résistance a la compression d'un béton, a 28 jours, est modélisée par une variable aléatoire X suivant la
loi normale d'espérance p = 30 MPa et d'écart type o = 2 MPa.

Donner, sans calculatrice, une valeur approchée de la probabilité que la résistance soit comprise entre 26 et
34 MPa.

Résolution
26=30-2x2=u-20et34=30+2%x2=u+20.




On cherche donc P(u-20 < X < p+20), dont la valeur approchée usuelle est 0,95.

La probabilité que la résistance soit comprise entre 26 et 34 MPa est donc d'environ 95 %.

Applications métiers (Travaux Publics) : Contréle qualité de fabrication (bétons, enrobés, matériaux), fiabilité d'équipements de
chantier, gestion des risques et des non-conformités.



1F6 — Approximation d'une loi binomiale par une loi normale ;
somme de variables indéependantes ; théoréme de la limite centree

1F6 — Approximation d'une loi binomiale par une loi normale ;
somme de variables indépendantes ; théoréme de la limite centrée

Si X ~ B(n;p) avec n grand et p non extréme (np(l — p) > 10), alors X peut étre approchée par une loi normale

N(p =np, o = v/np(1-p).

— Exemple : X ~ B(100; 0,3) et approximation normale ( 1) Apprexiationibinemiale Surermals
J =k

Si X ~ B(n; avec np(l — > 10,
0,10 + I Loi binomiale 13(100; 0,3) » ni p) i)

alors X =~ AM(np, np(1 — p))

R —— Loi normale N (30:4,58) CA R i, o TR A TR |
| Les probabilités i Pour améliorer l'approximation des probabilités

(méme espérance et écart type)

0,08 + | binomiales (barres) | | sur des intervalles entiers, on utilise la

sont bien approchées *\ | correction de continuité :

| par la courbe normale | T | 1 PlasX<b)=Pa-05<Y<b+0,5)
0,06 | | (rouge). | | avec Y ~ N(np, np(1 - p)) i

[ | W e 3
g =np=100x0,3 = 30 { J

o = vnp(1—p) = V/100x0,3x0,7 2) Somme de variables indépendantes
~ 4,58 Si X, Xo,..., X, sont indépendantes,

e avec X; ~ A (u;, cr,z) alors

S=X14+Xo++ Xnm ’”N(Zi"ui”?) ‘
=

i=1

8‘0 9‘0 1(‘]0’ ® 3) Théoréme de la limite centrée (TLC)
E p=mnp=30 ; Soit Xy, Xa,..., Xy i.i.d. de moyenne p [
p—o =254 p+o =346 et d'écart type @ (avec o2 < oc).
E Alors, lorsque n est grand,
Conditions d'utilisation de l'approximation 3 N =
Hen ' s e R o)

* 1 grand et p non extréme (régle pratique : np > 5 et n(l1 — p) > 5, soit np(1 — p) = 10). U/‘/; :
e Plus n est grand, meilleure est |'approximation (forme en cloche symétrique).
« La normale est continue, la binomiale discréte : d'ol l'importance de la correction de continuité, (K= % e .
Idée intuitive Exemple de calcul avec correction de continuité
La binomiale est la somme de n variables de Bernoulli indépendantes (0—1). Caleuler P(25 < X < 35) pour X ~ B(100;0,3).
Quand n est grand, cette somme a une distribution proche d'une loi normale p o= 30, o = 4,58
(TLC). P(25 € X < 35) = P(24,5 € Y £ 35,5) avec ¥ ~ N(30; 4,58).
Bernoulli | + | Bernoulli |+ - -+ + BeLwlh =4 l?mu_-ma\e(n.p) 1: (ﬂ;‘:;’(“f‘fp” Z = 24’:5;0 =~ —1,20, Z; = 30:5850 =~ 1,20

Donc P(25 < X < 35) & P(—1,20 < Z < 1,20) ~ 0,769 (table normale).

Lorsque le nombre d'épreuves est grand, la loi binomiale, discréte, peut étre approchée par la loi normale, continue, ce qui
simplifie considérablement les calculs de probabilités ; ce résultat s'inscrit dans le cadre plus général du théoréme de la
limite centrée.

Approximation loi binomiale = loi normale

Si X suit la loi binomiale B(n ; p) avec n grand, on peut approcher la loi de X par la loi normale de mémes espérance et
écart type, c'est-a-dire N(np ; V(np(1-p))). Les conditions précises de validité de cette approximation ne sont pas
exigibles ; une correction de continuité peut étre nécessaire, les indications étant alors fournies.

Lois de aX+b, X+Y, X-Y

Pour X et Y deux variables aléatoires indépendantes et a, b des réels, on sait déterminer les paramétres (espérance,
variance) des lois de aX+b, X+Y et X-Y ; ces résultats sont conjecturés a |'aide de simulations, puis admis.

Théoréme de la limite centrée

Ce théoréme (admis) énonce que la moyenne (ou la somme) de n variables aléatoires indépendantes de méme loi,
d'espérance [ et d'écart type o, suit approximativement, pour n grand, une loi normale — pour la moyenne : N(u ; 6/vn).
L'outil informatique permet une approche expérimentale de ce résultat.

Exemple résolu

Enoncé
Une chaine de fabrication de parpaings produit des piéces dont la masse suit une loi d'espérance p = 18 kg
et d'écart type o = 0,6 kg. On préléve un échantillon de n = 36 parpaings et on note X leur masse moyenne.

D'aprés le théoréme de la limite centrée, quelle loi peut-on utiliser pour approcher celle de X ? Donner ses
parametres.

Résolution -
D'aprés le théoréme de la limite centrée, pour n = 36 (grand), la moyenne X suit approximativement la loi
normale N(u ; 6/vn).

u =18 kg. o/vn =0,6/¥36 =0,6/6 = 0,1 kg.




On peut donc approcher la loi de X par la loi normale N(18 ; 0,1).

Applications métiers (Travaux Publics) : Contréle qualité de fabrication (bétons, enrobés, matériaux), fiabilité d'équipements de
chantier, gestion des risques et des non-conformités.



Exercices d'application

Ex. F1 — Controle de conformité de bordures préfabriquées

Enoncé

Dans une production de bordures préfabriquées, on estime que 6 % des pieces présentent un défaut d'aspect. On préléve
au hasard, de facon indépendante, un échantillon de 15 bordures. On note X le nombre de bordures défectueuses dans
I'échantillon.

1) Justifier que X suit une loi binomiale et donner ses paramétres.
2) Calculer E(X) et interpréter.
3) Un logiciel donne P(X < 1) = 0,7738. Calculer P(X = 2) et interpréter.

Corrigé
1) On répéte 15 fois, de facon indépendante, une épreuve de Bernoulli a deux issues (défectueuse, probabilité 0,06 ;
conforme, probabilité 0,94). X compte le nombre de succeés : X suit la loi binomiale B(15 ; 0,06).

2) E(X) = nxp = 15 x 0,06 = 0,9. En moyenne, sur un grand nombre d'échantillons de 15 bordures, on observerait 0,9
bordure défectueuse par échantillon.

3)P(X22)=1-P(X=<1)=1-0,7738=0,2262. |l y a environ 22,6 % de chances d'observer au moins 2 bordures
défectueuses dans un échantillon de 15.

Ex. F2 — Résistance d'un lot de parpaings

Enoncé
La résistance a la compression d'un parpaing, en MPa, suit une loi normale d'espérance p = 12 MPa et d'écart type 6 = 1,5
MPa. La norme impose une résistance minimale de 9 MPa.

1) Exprimer 9 en fonction de p et o (sous la forme p - ko).

2) En déduire une valeur approchée de la probabilité qu'un parpaing pris au hasard ait une résistance inférieure a3 9 MPa,
sachant que P(u-20 < X < p+20) = 0,95.

Corrigé
1)u-20=12-2x1,5=12-3=9.Donc 9= - 20.

2) P(u-20 < X < p+20) = 0,95, donc P(X < u-20 ou X > u+20) = 1 - 0,95 = 0,05. Par symétrie de la loi normale, P(X < u-20) =
0,05/2 = 0,025.

La probabilité qu'un parpaing ait une résistance inférieure a3 9 MPa (donc non conforme) est d'environ 2,5 %.



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Pour reconnaitre qu'une situation reléve de la loi binomiale, il faut identifier :

A. Une seule épreuve a trois issues

B. La répétition d'épreuves identiques et indépendantes, a deux issues chacune v (réponse correcte)

C. Une variable continue a densité

D. Un phénoméne sans aucun aléa

Explication : La loi binomiale modélise le nombre de succés d'un schéma de Bernoulli : répétition d'épreuves identiques, indépendantes,
d deux issues.

Question 2. Pour X suivant la loi binomiale B(n ; p), I'espérance E(X) vaut :

A.n+p

B.nxp v (réponse correcte)

C.n/p

D. p x (1-p)

Explication : L'espérance de la loi binomiale B(n ; p) est E(X) = n x p.

Question 3. Pour une variable X suivant la loi normale N(p ; ), la probabilité P(u-20 < X < p+20) vaut
approximativement :

A. 0,68

B. 0,95 v (réponse correcte)

C. 0,997

D. 0,50

Explication : P(u-20 < X < u+2a) = 0,95, valeur usuelle a connaitre pour la loi normale.

Question 4. Le théoréme de la limite centrée permet d'approcher la loi de la moyenne de n variables indépendantes de
méme loi, pour n grand, par :

A. Une loi binomiale

B. Une loi uniforme

C. Une loi normale v (réponse correcte)

D. Une loi de Poisson

Explication : Le théoréme de la limite centrée énonce que la moyenne (ou la somme) de n variables indépendantes de méme loi suit
approximativement, pour n grand, une loi normale.

Question 5. Pour X suivant la loi uniforme sur [a ; b], la probabilité P(c < X < d), avec [c;d] C [a;b], dépend :
A. De la position de [c ; d] dans [a ; b]

B. Uniquement de la longueur de [c ; d] v (réponse correcte)

C. De la valeur de a uniquement

D.Ducarréde (d - ¢)
Explication : Pour la loi uniforme, la probabilité ne dépend que de la longueur (d-c) de l'intervalle, pas de sa position dans [a ; b].
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Module G — Probabilités 2
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Notions du module

Code Notion Durée (h)
2G1 Loi exponentielle 2
2G2 Loi de Poisson ; approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson 2
2G3 Processus aléatoires : graphes probabilistes, chaines de Markov 2




2G1 — Loi exponentielle

[ 2G1 — Loi exponentielle

Durée de fonctionnement sans panne, loi exponentielle
Soit T la durée de fonctionnement d'un équipement sans panne.

On modélise T' par une loi exponentielle de paramétre A > 0 : T ~ &(A).
Fr(t) Fonction de densité de la loi exponentielle £(X) Loi exponenticlle de paramétre A > 0
¢ Densité :
A . i R gistioi0
Ph="Ne 2* t > T(t) =
fr(t) e pour t = 0 o S
A « Fonction de répartition :
P(T > t)
; [ 0 sit<0
= aire sous la courbe Fr(t) = P(T <t) = e d

a droite de ¢ 1-e sit=0

« Probabilité de survie (pas de panne au-dela de t)
P(T>t)=1-Fp(t) = e ™ pour t >0 |

e Espérance et variance :

1

( 1 L |
E@)=5 5 VI)= o(T) = <
= @) = 3 M) = 3 @ =3 |
Interprétation Exemple numérique
. () A est la valeur maximale de la densité : une panne peut survenir des le début.
(0 B - Soit T ~ E(A) avec X = 0,2 h™! (taux de panne de 0,2 par heure).
o La densité décroit exponentiellement : plus le temps passe, plus la probabilité instantanée de panne 5
diminnue Ainsi, le temps moyen avant panne est E(T) = e 5 heures.
« P(T >1t) e est la probabilité que l'équipement fonctionne encore sans panne au-dela de
lestant b t (heures) 0 2 5 10
o5 - Jeck le temps moyen de fonctionnement sans panne (MTTF : Mean Time To Failure).
P(T >a) —~e 5 1,000 0,670 0,368 0,135

Remarque

La loi exponentielle modélise des durées de vie sans vieillissement (propriété de « sans mémorie ») : - e
Par exemple, P(T > 5) = 36,8 % : il y a 36,8 % de chances que l'équipement

P(T>t+s|T>s8) =P(T>t) pourtout 8,220 fonctionne encore sans panne au-dela de 5 heures.

Le passé n'influence pas l'avenir : seule la durée écoulée compte.

La loi exponentielle modélise des durées de vie ou des temps d'attente avant un événement (panne, défaillance,
désintégration), dans les situations ot le phénoméne ne présente pas d'effet d'usure (durée « sans mémoire »).
Définition

Une variable aléatoire T a valeurs dans [0 ; +oo[ suit la loi exponentielle de paramétre A (A > 0) si sa fonction de densité et
sa fonction de répartition permettent de calculer, pour toutt 2 0: P(T < t) = 1 - e (-At).

Simulation

On peut simuler la loi exponentielle a partir de la loi uniforme sur [0 ; 1], en utilisant une transformation adaptée fournie
par le logiciel.

Représentation et calcul de probabilités

On représente graphiquement la loi exponentielle (fonction de densité, fonction de répartition) et on calcule une
probabilité (P(T < t), P(T > t), P(a < T < b)) a I'aide d'un logiciel ou d'une calculatrice.

Espérance et écart type

Pour T suivant la loi exponentielle de parameétre A : E(T) = 1/A et o(T) = 1/\ également. Ces valeurs s'interprétent dans le
cadre d'un grand nombre de répétitions (durée de vie moyenne observée sur un grand nombre de composants).

Exemple résolu

Enoncé
La durée de fonctionnement, en années, d'un compresseur de chantier avant sa premiére panne est
modélisée par une variable aléatoire T suivant la loi exponentielle de paramétre A = 0,1.

1) Calculer I'espérance de T et interpréter.

2) Calculer P(T < 5), arrondie & 107 prés.

Résolution
1) E(T) = 1/A = 1/0,1 = 10 ans. La durée de vie moyenne du compresseur, sur un grand nombre de
compresseurs identiques, est de 10 ans.

2) P(T<5)=1-e"-0,1%x5) = 1 - eA(-0,5) = 1 - 0,6065 = 0,393.




Il y a environ 39,3 % de chances que le compresseur tombe en panne avant 5 ans.

Applications métiers (Travaux Publics) : Fiabilité d'équipements et de matériaux de chantier, gestion de stocks et de réseaux
(approvisionnement, logistique de chantier), pertinence d'un réseau ou d'un plan de circulation.



2G2 — Loi de Poisson ; approximation d'une loi binomiale par une loi
de Poisson

‘ 2G2 — Loi de Poisson ; approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson ‘

Pour modéliser le nombre d'événements rares sur un intervalle de temps ou d'espace.

k
Si X ~ P(A) (loi de Poisson de paramétre A > 0), alors P(X = k) = e~ A pour k =0,1,2,...

k!
P(X =k) Loi de Poisson de paramétre A = 3 Loi de Poisson de paramétre A > 0
025 + oiood. - Toigd —_——— « Fonction de probabilité :
4 ' Espérance et variance f m
— — b
536 E(X)=A=3 P(X =k) {’U\E pour k = 0,1,2,..
0,168 V(X)=A=3 « Fonction de répartition
0,150 o(X)=+/A=+/3=173 | k N
0,15 -+ | L J F(i) = P(X k)= Y e* = pourk=0,1,2,...
il
i=0
0.101 + Propriétés
0,10 + = X ne prend que des valeurs entires (0, 1, 2,...).
-PX=k+1) = P(X=k) t.%l (récurrence pratique).
0,050 0,051 - Moyenne, variance et écart type : E(X) = V(X) = A
i 0,022 et o(X) = VA
0,008 BIGE" oo ~ Si A est petit : forte probabilité pour les petites valeurs de k.
0.00 =1 i - La distribution est asymétrique (queue & droite).
) T T T T T T T T T 7 T -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 e
Nombre d'événements k
Exemples numériques pour A = 3
i i i bi i i i 14 - =5) = ¢~ i
Appr d'une loi b le par une loi de Poisson v B(X =0)=e"2 ,?w — 0.050 B(Xi=5) =.e=m
3
Si X ~ B(n,p) avec n grand et p petit, et si A = np est modéré (en général A = np < 10), .« P(X=1) = e e « P(X=6)=e3 :

11

.
A
I
3
I
!

alors X peut étre approximée par une loi de Poisson 2()

52
e PX=2=¢ “%:0,224

: o P(X =8) =¢7
Bn,p) =~ P(X) avec A=rnp e A o st
= -3 & » P(X=9)=¢? T 0,003
_a 34 E
Conditions usuelles : n > 50 et p < 0,1 (ou plus généralement np < 10). « P(X=4)=e" ar = 0168 . P(X=10) = e 2 % = 0,001
Cette approximation simplifie les calculs de probabilites Vérification : la somme des probabilités pour k = 0 a 10 vaut ~ 0,9999 (arrondi)

La loi de Poisson modélise le nombre d'occurrences d'un événement rare pendant un intervalle de temps ou d'espace
donné (nombre de pannes par mois, nombre de défauts par lot), lorsque le temps d'attente entre deux occurrences suit
une loi exponentielle.

Origine de la loi

La loi de Poisson est introduite comme correspondant au nombre de réalisations observées durant un intervalle de temps
de longueur donnée, lorsque le temps d'attente entre deux réalisations successives suit une loi exponentielle. Aucune
expression explicite de la loi de Poisson n'est exigée.

Représentation et calcul de probabilités

On représente graphiquement la loi de Poisson et on calcule une probabilité (P(X = k), P(X < k)) a I'aide de la calculatrice
ou d'un logiciel, le parameétre de la loi étant le nombre moyen d'occurrences sur l'intervalle considéré.

Espérance et écart type

Pour X suivant la loi de Poisson de paramétre A (nombre moyen d'occurrences) : E(X) = A et V(X) = A, donc o(X) = VA. Ces
valeurs s'interprétent dans le cadre d'un grand nombre de répétitions.

Approximation d'une loi binomiale par une loi de Poisson

Lorsque n est grand et p petit (épreuve rare répétée un grand nombre de fois), on peut approcher la loi binomiale B(n ; p)
par la loi de Poisson de parameétre A = np. Les conditions précises de validité ne sont pas exigibles ; on illustre cette
approximation a |'aide de I'outil informatique.

Exemple résolu

Enoncé
Le nombre de non-conformités relevées chaque semaine lors du contréle qualité d'une centrale a béton
suit une loi de Poisson de paramétre A = 3.

1) Calculer I'espérance et I'écart type du nombre de non-conformités hebdomadaires.

2) Un logiciel donne P(X = 0) = 0,0498. Interpréter cette valeur.

Résolution




1) E(X) = A = 3 non-conformités par semaine en moyenne. o(X) = VA =v/3 = 1,73.

2) P(X = 0) = 0,0498 signifie qu'il y a environ 5 % de chances qu'aucune non-conformité ne soit relevée au
cours d'une semaine donnée.

Applications métiers (Travaux Publics) : Fiabilité d'équipements et de matériaux de chantier, gestion de stocks et de réseaux
(approvisionnement, logistique de chantier), pertinence d'un réseau ou d'un plan de circulation.



2G3 — Processus aléatoires : graphes probabilistes, chaines de
Markov

‘ 2G3 — Processus aléatoires : graphes probabilistes, chaines de Markov ‘

Un systéme évolue au cours du temps parmi un ensemble d'états.
Les transitions entre états sont aléatoires et ne dépendent que de l'état actuel (propriété de Markov).
Les probabilités de transition sont indiquées sur les fléches.

Graphe probabiliste (chaine de Markov a 3 états)

Interprétation

0,70 0,60 0,80 * Les sommets représentent les états possibles du systéme.

Une fléche de i vers j étiquetée p;; indique
PXpp1 =34 | Xo=1i) =p; .

» Une boucle sur un i représente la pr

B

de rester dans le méme état : py; .
(En service)

.

Pour chaque état i, la somme des probabilités de

transition sortantes vaut 1 :

z pi; = 1.
J
Chague nombre représente la probabilité de transition d'un état de départ (origine) Ici : A = Disponible, B = En service, ¢ = En panne
vers l'état d'arrivée (extrémité de la fléche).
Matrice de transition P Exemple d’utilisation Evolution a long terme (état stationnaire)
li : état de départ, ! : état d'arrivé
(lneaz:iite: de depart colonnes gt d e vt Supposons qu'au départ le systéme est disponible La distribution stationnaire 7 vérifie : ® = xP et 3 m =1
A B € m = (1, 0, 0). Pour ce systéme, la distribution stationnaire est :

Distribution a l'étape suivante :

A (Disponible) 0,70 0,25 0,05 7~ (0,364 ; 0,455 ; 0,182)
0,70 0,25 0,05 ! !
P = B (En service) 0,10 0,60 0,30 /4 T b\
7 =mP = (1,0 0 | 010 060 0,30
C (En panne) 0,20 0,30 0,80 Disponible En service En panne
0,20 0,30 0,80
A long terme, le systéme est en moyenne :
= 5 5
Chaaue ligne somme 3 1. ={0,70120;25%,.(0;08). + 36,4 % du temps disponible,
Cette matrice permet de caleuler les probabilités 3 |'étape suivante : BN T\t ahancaia s IR Te + 455 % du temps en service,
si My est le vecteur-ligne des probabilités & Iétape 7, alors Tnty = 7 P soit disponible, 25 % en service et 5 % en panne. « 18,2 % du temps en panne.

Un graphe probabiliste modeélise I'évolution d'un systeme passant d'un état a un autre, chaque transition étant affectée
d'une probabilité ; il permet d'étudier des marches aléatoires et des comportements sur le long terme.

Graphe probabiliste

Un graphe probabiliste 3 N sommets est un graphe orienté et pondéré dont les sommets représentent les états possibles
d'un systeme, et dont les arétes, munies d'une probabilité, représentent les transitions possibles d'un état a I'autre ; en
chaque sommet, la somme des probabilités des arétes sortantes vaut 1.

Chaine de Markov

Une chaine de Markov est un processus aléatoire dans lequel I'état futur ne dépend que de I'état présent (et non des
états antérieurs). On étudie ici quelques exemples sur des graphes a un petit nombre de sommets.

Calcul de la probabilité d'un parcours

On exploite un graphe probabiliste pour calculer la probabilité d'un parcours donné, en multipliant les probabilités des
transitions successives (principe analogue a celui de I'arbre pondéré).

Simulation

On simule un processus aléatoire simple (marche aléatoire sur un graphe a quelques sommets) et on exploite la
simulation pour estimer une probabilité, une durée moyenne, ou conjecturer un comportement asymptotique (état
stable atteint aprés un grand nombre d'étapes).

Exemple résolu

Enoncé

Un géo-radar de détection de réseaux enterrés peut étre, a chaque relevé, dans I'état « signal fiable » (F) ou
« signal perturbé » (P). On observe que, d'un relevé au suivant : si I'état est F, il reste F avec une probabilité
0,9 (et passe a P avec une probabilité 0,1) ; si I'état est P, il repasse a F avec une probabilité 0,6 (et reste P
avec une probabilité 0,4).

Le premier relevé est fiable (état F). Calculer la probabilité que les deux relevés suivants soient également
fiables (F puis F).

Résolution




On construit I'arbre a partir de I'état initial F : la probabilité de rester en F au relevé suivant est 0,9, puis a
nouveau 0,9 pour rester en F au relevé d'aprés.

P(F>F—>F)=0,9x0,9=0,81

La probabilité que les deux relevés suivants soient fiables est de 0,81, soit 81 %.

Applications métiers (Travaux Publics) : Fiabilité d'équipements et de matériaux de chantier, gestion de stocks et de réseaux
(approvisionnement, logistique de chantier), pertinence d'un réseau ou d'un plan de circulation.



Exercices d'application

Ex. G1 — Fiabilité d'une pompe de forage

Enoncé
La durée de fonctionnement, en mois, d'une pompe de forage avant sa premiére panne suit une loi exponentielle de
paramétre A = 0,05.

1) Calculer I'espérance de vie de la pompe.

2) Calculer la probabilité que la pompe fonctionne plus de 24 mois sans panne, arrondie & 1072 prés (on rappelle P(T > t) =
e (-At)).

Corrigé
1) E(T) = 1/A = 1/0,05 = 20 mois.

2) P(T > 24) = e~(-0,05x24) = e*(-1,2) = 0,301.
La probabilité que la pompe fonctionne plus de 24 mois sans panne est d'environ 30,1 %.

Ex. G2 — Incidents sur un chantier

Enoncé
Le nombre d'incidents mineurs de sécurité relevés chaque mois sur un grand chantier suit une loi de Poisson de
paramétre A = 2.

1) Calculer I'écart type du nombre d'incidents mensuels.
2) Un logiciel donne P(X < 1) = 0,4060. En déduire P(X = 2) et interpréter dans le contexte de la prévention des risques.

Corrigé
1) o(X) =vA=+v2=1,41.

2)P(X22)=1-P(X<1)=1-0,4060 = 0,5940.

Il'y a environ 59,4 % de chances qu'au moins 2 incidents mineurs surviennent sur le chantier un mois donné : cette
information oriente la fréquence des actions de prévention a mettre en place.



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. La loi exponentielle est particulierement adaptée pour modéliser :

A. Un caracteére qualitatif a plusieurs catégories

B. Une durée de vie ou un temps d'attente avant un événement v (réponse correcte)

C. Le nombre d'individus d'une population

D. Une proportion entre 0 et 1

Explication : La loi exponentielle modélise des durées de vie ou des temps d'attente avant une panne ou un événement.

Question 2. Pour T suivant la loi exponentielle de paramétre A, I'espérance E(T) vaut :

A A

B. 1/A v (réponse correcte)

C.\

D. VA

Explication : L'espérance de la loi exponentielle de paramétre A est E(T) = 1/A.

Question 3. La loi de Poisson correspond au nombre de réalisations observées durant un intervalle de temps donné,
lorsque le temps d'attente entre deux réalisations suit :

A. Une loi normale

B. Une loi binomiale

C. Une loi exponentielle v (réponse correcte)

D. Une loi uniforme

Explication : La loi de Poisson est introduite comme le nombre de réalisations observées lorsque le temps d'attente entre deux
réalisations suit une loi exponentielle.

Question 4. Un graphe probabiliste a N sommets est utilisé pour représenter :

A. Une série statistique a deux variables

B. Un processus aléatoire évoluant entre plusieurs états v (réponse correcte)

C. Une fonction continue

D. Une matrice inverse

Explication : Un graphe probabiliste modélise les transitions, affectées de probabilités, entre les différents états possibles d'un systeme.

Question 5. Dans un graphe probabiliste, la somme des probabilités des arétes sortant d'un méme sommet doit étre
égalea:

A.0

B.0,5

C.1 v (réponse correcte)

D. Cela dépend du sommet

Explication : En chaque sommet, la somme des probabilités des transitions sortantes vaut 1 (on est certain de passer dans I'un des états
possibles).



Mathématiques — BTS Travaux Publics

Module H — Statistique inférentielle

2éme année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
2H1 Estimation ponctuelle d'une proportion, d'une moyenne, d'un écart type 1
2H2 Tests d'hypothése : région de rejet, régle de décision 2
2H3 Comparaison de deux proportions ou deux moyennes ; risques d'erreur 2
2H4 Estimation par intervalle de confiance 2




2H1 — Estimation ponctuelle d'une proportion, d'une moyenne, d'un

écart type

‘ 2H1 — Estimation ponctuelle d'une proportion, d'une moyenne, d'un écart type }

On cherche a estimer (par un nombre) un paramétre inconnu de la population a partir d'un échantillon aléatoire.

L'estimateur est une statistique calculée sur l'échantillon et notée avec un "chapeau" (ﬁ),

Population

(ensemble de taille N) Echantillon

e '\\\ (taille n)
®
O \
. SN Tirage
. \ wEE R
aléatoire 7
5 e \ i L Estimation
g \ / e
EIR | —— ! [ 3 ™ [ ——
\ I I
\ \ 8| J
.
o h® / e . o)
S e \ ’
Lot 4 e ot
% /’ Données observées :
. Ty, T, ..., Tn
Paramétres inconnus :
proportion p, moyenne p, écart type o
Récapitulatif des estimateurs usuels
3 e X
e Proportion d'individus possédant une caractéristique (variable qualitative) : p=—
n
1>
e Moyenne d'une variable quantitative : o= = Z zi

Estimations ponctuelles

Proportion - X = valeur numérique
5 = PA=

(p inconnue) n ex. : 0,27

Moyenne = [ 1 = valeur numérique
# = X = — Z x;

( inconnue) n = ex. : 12,45

Ecart type 1 o) | = valeur numérique

(i - X)

(o inconnu) ex. : 3,21

ot X = nombre de succés observés
n = taille de l'échantillon

ol z; = i-ieme observation
n = taille de l'échantillon

e

i=1

o Ecart type (échantillonnal) : gimm (estimateur sans biais de o sous hypothése normale)

Remarque : Ces estimateurs sont des valeurs calculées sur l'échantillon : ils varient d'un échantillon a l'autre. On parle d'estimation ponctuelle car on donne

. un seul nombre pour estimer le paramétre inconnu de la population.

L'estimation ponctuelle consiste a attribuer, a un paramétre inconnu d'une population (proportion, moyenne, écart type),
une valeur unique calculée a partir des données d'un échantillon.

Principe

Face a une population dont on ne connait pas exactement un paramétre (proportion p d'éléments possédant un
caractére, moyenne [ ou écart type o d'une grandeur), on préléve un échantillon représentatif et on calcule, a I'aide
d'une calculatrice ou d'un logiciel, la proportion, la moyenne ou I'écart type observés sur cet échantillon, utilisés comme
estimation ponctuelle du parameétre de la population.

Choix de I'estimation de I'écart type

La simulation de nombreux échantillons permet de sensibiliser au choix de I'estimateur de |'écart type de la population a
partir d'un échantillon (I'écart type calculé directement sur |'échantillon sous-estime en moyenne I'écart type de la
population, ce que corrige un estimateur adapté, fourni par le logiciel utilisé).

Exemple résolu

Enoncé
Sur un échantillon de 150 éprouvettes de béton prélevées lors d'une campagne de contréle, 12 se révelent

non conformes.

Donner une estimation ponctuelle de la proportion d'éprouvettes non conformes dans I'ensemble de la
production.

Résolution
La fréquence observée sur I'échantillon est f = 12/150 = 0,08.

L'estimation ponctuelle de la proportion p d'éprouvettes non conformes dans la population est donc p =
0,08, soit 8 %.

Applications métiers (Travaux Publics) : Maitrise statistique des procédés de fabrication (bétons, enrobés), contrdle qualité de
réception de matériaux, incertitude de mesure sur chantier.






2H2 — Tests d'hypothése : région de rejet, regle de décision

[ 2H2 — Tests d'hypothese : région de rejet, regle de décision

On teste une hypothése nulle Hy sur un paramétre inconnu d'une population a l'aide d'une statistique test T
dont la loi (sous Hy) est approximée par une loi normale centrée réduite N'(0, 1).

On fixe un risque de premiére espéce « (niveau de signification).

1) Test bilatéral (a deux cotés) Résumé général
p . Loi de T sous Ho : N(0,1)
g = ( @ Poser les hypothéses Hy, et H,.
Ho L@ =8 Régle de décision i
Hy : 0 5 6o . @ Choisir le niveau de signification o
J On calcule la valeur observée top, de T (exceptionnellement 10 %, 5 % ou 1 %).
Région de rejet Région de rejet 8 . 2
B! 4 £ ) « Rejeter Hy au niveau o si ® Choisir la statistique test T’ et connaitre
de Ho Région de non-rejet de Ho . 2
(a/2) de Ho (a/2) |oss e 21 (s2) loi sous Ho (= M(0,1))
\ o) / » A @ Déterminer la région de rejet de Hy.
[ ) = Ne pas rejeter H, sinon. .
i | i @ Calculer la valeur observée 4, de T
i ! . e a
T H LSy o eitile quantile. dllorcine i @ Décider : rejeter ou ne pas rejeter Ho.
L ] T, t de la lei A(0,1).
Zy “1-af;
Définitions
[] Région de rejet de H (risque = cx) [] Région de non-rejet de Hy, (probabilité =1 — ) = Région de rejet de Hy : ensemble des valeurs
de T' qui conduisent & rejeter Ho
. 3 L Sa probabilité sous Hy est a.
2) Tests unilatéraux (3 un seul cété) =
i e 3 I s Erreurs possibles :
a) Test unilatéral a droite b) Test unilatéral & gauche - K o R e e
— Erreur de premidre espice : rejeter H
=, Loi de T sous Hy : N'(0,1) | Hy:0 =80 Loi de T sous Ho : N(0,1) alors qu'elle est vraie (probabilité «).
. i H, 1 9<8 — Erreur de deuxiéme espéce : ne pas rejeter Hy
1 0 ! 1A < Go
( ! Rk s J alors qu'elle est fausse (probabilité 3)
| de Hy o e La puissance du test est 1 — 3
Région de non-rejet () e Région de non-rejet
SepHlo ) 7 (o) go Ho Quantiles utiles de A7(0,1)
(1-a) i i (1-a) :
i
; : t : @ | 0.10 0,05 ‘ 0,01
0 ai t : 0 t 1 ! ‘
: 21, (bilatéral) 1,645 | 1,960 | 2,576
Régle de décision | Régle de décision - S N
= ilatéral 1,282 | 1,645 | 2,326
Rejeter Hy au niveau a si foss = Z1—u. | Rejeter Hg au: niveau o i tops < —21_a [ 21 lunitiatéral) i 4 ot |
Ne pas rejeter Hp sinon. Ne pas rejeter Hy sinon.
Exemples :
ol z,_,, est le quantile d'ordre 1 — & de N(0,1). | ol =y, est le quantile d'ordre 1 — v de A(0,1). | e o = 5% (bilatéral) = seuils : + 1,96
s o« =5 % (unilatéral) = seuil : 1,645
Idée clé : on compare la valeur observée de la statistique test f,,, aux seuils critiques délimitant la région de rejet.
- Si tess tombe dans cette région (en rouge), on rejette Hy ; sinon, on ne la rejette pas

Un test d'hypothese est une procédure statistique qui permet de décider, a partir des données d'un échantillon et avec un
risque d'erreur maitrisé, si une affirmation sur un parametre de la population doit étre rejetée ou non.
Principe d'un test d'hypothése

On formule une hypothése nulle H, sur un paramétre de la population (par exemple, une proportion ou une moyenne a
une valeur donnée), que I'on confronte aux données observées sur un échantillon. Le test peut étre bilatéral (on cherche
un écart dans les deux sens) ou unilatéral (on cherche un écart dans un seul sens).

Région de rejet et régle de décision

On détermine, a un seuil de signification donné (souvent 5 %), une région de rejet de I'hypothése nulle : si la valeur
observée sur I'échantillon appartient a cette région, on rejette H, ; sinon, on ne la rejette pas. Cette démarche s'applique
a des tests relatifs & une proportion (loi binomiale, ou loi binomiale approximable par une loi normale) ou a une
moyenne.

Réle des choix a priori

La décision (rejet ou non de H,) dépend des choix faits a priori par I'utilisateur : hypothése nulle retenue, type de test
(bilatéral ou unilatéral), seuil de signification. Dans les cas délicats, ces choix sont fournis a I'étudiant.

Exemple résolu

Enoncé

Une centrale d'enrobés affirme que la teneur en bitume de ses enrobés est de 5,2 % en moyenne. Sur un
échantillon prélevé, on souhaite tester, au seuil de 5 %, I'hypothése nulle H, : « la teneur moyenne est de
5,2 % » contre I'hypothése alternative H, : « la teneur moyenne est différente de 5,2 % ».

1) Ce test est-il bilatéral ou unilatéral ? Justifier.

2) Un logiciel fournit une région de rejet correspondant a une teneur moyenne observée en dehors de
I'intervalle [5,05 % ; 5,35 %]. La teneur moyenne observée sur I'échantillon est de 5,42 %. Conclure.

Résolution
1) L'hypothése alternative « différente de 5,2 % » ne privilégie pas un sens d'écart particulier (ni seulement
supérieur, ni seulement inférieur) : le test est bilatéral.

2) La valeur observée 5,42 % n'appartient pas a l'intervalle [5,05 % ; 5,35 %] (elle est supérieure a 5,35 %) :




elle appartient donc a la région de rejet.

On rejette I'hypothése nulle H, au seuil de 5 % : on considéere que la teneur moyenne réelle en bitume
différe de 5,2 %.

Applications métiers (Travaux Publics) : Maitrise statistique des procédés de fabrication (bétons, enrobés), contrdle qualité de
réception de matériaux, incertitude de mesure sur chantier.



2H3 — Comparaison de deux proportions ou deux moyennes ;

risques d'erreur

‘ 2H3 — Comparaison de deux proportions ou deux moyennes ; risques d'erreur

On veut comparer deux populations (ou deux procédés A et B).

On teste I'hypothése nulle Hy « pas de différence » contre I'hypothése alternative H; « différence ».

La décision (rejeter ou non Hy) comporte toujours un risque d'erreur.

Comparaison de deux moyennes (exemple)

Hy : pa = pp  (pas de différence)

H, : pa # pup (différence)

Distribution de Z sous Ho

(pas de différence)

Région de rejet

(4 gauche)

S
N T

Statistique de test (grande taille d'échantillon) :
Xi—-Xp

o ar(o,1)

Distribution de Z sous H,

(différence réelle § > 0)

Région de rejet
(a droite)
Zone de recouvrement
(risques d'erreur)

(
| [] Rejet de Hy quand Ho est vraie

(erreur de premigre espéce )

Comparaison de deux proportions (analogue)

Ne pas rejeter Hy alors que H; est vraie

(erreur de deuxiéme espéce [3)

Z1-afs

[] Bonne décision

(décision correcte)

Exemple d'interprétation (test bilatéral)

Au niveau & = 5 %, on a 2 _a/z = 1,96.

Régle de décision (test bilatéral)
Au niveau de signification o :
e On rejette Ho si [Zops| > 21_ay2
* On ne rejette pas Ho si |Zops| < 21_aye

Ol 21_q/, €st le quantile d'ordre 1 — %

de la loi normale standard A(0,1).

Risques d'erreur
= Erreur de premidre espéce (risque o) :
rejeter Hy alors qu'elle est vraie
(conclure 3 une différence alors qu'il n'y en a pas).
P(rejeter Hy | Hy vraie) = o
« Erreur de deuxidme espece (risque [3) :

ne pas rejeter Hy alors que F, est vraie

(ne pas détecter une différence réelle)
P(ne pas rejeter Ho | Hy vraie) =
« Puissance du test :

1 — 3 = probabilité de détecter une différence

Hy : pa = pa vs H, : pa # pn .
quand elle existe (bonne détection).
i « Si H, est vraie (courbe bleue), l'aire totale des deux zones
Statistique de test (grandes tailles) :

rouges vaut 5 % : c'est le risque o.

Ba-bE Fo Valeurs critiques de =, . /s (test bilatéral)
zZ = - = ~ N(0,1) + Si H, est vraie (courbe verte, décalée), la puissance du test 2 2 ; &
5 A o P o 9
\/P(l = .B) (H <+ @) vaut 1 — 3 (aires vertes + rouges a droite et i gauche). | g T /“ | 2 f‘ [l % ] ) %
« La zone jaune et bleue centrale (aire 3) correspond au risque Z1-a/z | 165 | Weso ‘ 2,576 3,201
015 DAPA BNBPB G siisn, Bosldaisous. HE) de ne pas détecter une différence qui existe.
na+np Plus I'écart réel entre les deux distributions est grand (décalage
plus important). plus la puissance 1 — [ est élevée.
Idée clé Le recouvrement entre les deux distributions explique les risques d'erreur.

On cherche a choisir o et les tailles d'échantillon pour minimiser 3 (augmenter la puissance 1 — [3) tout en contrélant a.

Au-dela d'un test portant sur un seul paramétre, on peut comparer deux populations entre elles (deux centrales, deux
procédés) a l'aide d'un test de comparaison, tout en restant conscient des risques d'erreur inhérents a toute procédure de
décision.

Comparaison de deux proportions ou deux moyennes

Dans le cadre de la loi normale, on utilise des tests bilatéraux ou unilatéraux permettant de comparer deux proportions
(par exemple, le taux de non-conformité de deux centrales) ou deux moyennes (par exemple, la résistance moyenne de
deux formulations de béton).

Risque d'erreur de premiére espéce

C'est le risque de rejeter 3 tort I'hypothése nulle H, alors qu'elle est vraie (« fausse alerte »). Ce risque est égal au seuil de
signification choisi pour le test.

Risque d'erreur de seconde espéce

C'est le risque de ne pas rejeter H, alors qu'elle est fausse (ne pas détecter un écart réel). On compare, a I'aide d'un
algorithme ou de simulations, différents seuils de signification, ce qui permet de mettre en évidence ces deux types de
risques et d'aborder la notion de puissance d'un test (capacité du test & détecter un écart réel).

Autres procédures

En liaison avec les disciplines professionnelles, on peut étre amené a traiter quelques exemples d'autres procédures de
test (test du khi-deux, test de Student), dans le cadre de la maitrise statistique des procédés.

Exemple résolu

Enoncé
Deux équipes de pose d'enrobés appliquent chacune leur procédé sur un chantier. On compare, par un test
statistique, le taux de non-conformité de surface (arrachements, défauts de planéité) des deux équipes.

Expliquer, dans ce contexte, ce que représenterait une erreur de premiére espéce et une erreur de seconde
espéce.

Résolution
Une erreur de premiére espéce consisterait a conclure, a tort, que les deux équipes ont des taux de non-




conformité réellement différents, alors qu'en réalité leurs performances sont équivalentes (I'écart observé
serait di au seul hasard de I'échantillonnage).

Une erreur de seconde espece consisterait a conclure que les deux équipes ont des performances
équivalentes, alors qu'en réalité I'une des deux a un taux de non-conformité significativement différent de
I'autre (I'écart réel ne serait pas détecté par le test).

Applications métiers (Travaux Publics) : Maitrise statistique des procédés de fabrication (bétons, enrobés), contrdle qualité de
réception de matériaux, incertitude de mesure sur chantier.



2H4 — Estimation par intervalle de confiance

2H4 — Estimation par intervalle de confiance

On répeéte le prélévement d'échantillons de méme taille dans une population et,
pour chacun, on construit un intervalle de confiance 3 95 % pour un paramétre 6 (moyenne, proportion,...).

Environ 95 % de ces intervalles contiennent la vraie valeur 8

lllustration : 20 échantillons indépendants et leurs intervalles de confiance a 95 % Définition
Un intervalle de confiance 3 95 % pour § est un intervalle
Echantillon Intervalle de confiance 3 95 % Vraie valeur du parametre I = [L : U] calculé 3 partir d'un échantillon, tel que :
3 :
(i) pour 8 e Contient 6 7 P(L<8<U)=0095
1
1 I—:—l v si I'on répete le processus d'échantillonnage un grand
2 — v nombre de fois dans les mémes conditions.
|
—_——— ; -
3 H v Le niveau de confiance (ici 95 %) représente la proportion
4 e ——————— el X d'intervalles construits de cette fagon qui contiendront la
5 — v vraie valeur du paramétre.
|
6 I—:—! v
7 f—— : v Exemples de formules (niveau 95%)
_
8 | 4 —i Intervalle « Moyenne (& connu) :
9 | o i i
qui contient § s o
' b .
L= [.r —1,96— ; T+ 1,96—
20 ! E— x Vn Vn
11 7 — Intervalle gz p ;
g | i s r: ST oyenne (o inconnu : 3
13 } : q o a I= [:? tntinors = 3 B f,H-u_m:.ﬁ}
14 === | v
5 ' " « Proportion :
15 L , 1 4 18 intervalles e T,
== ;. [PQA—=P) . o . [P —B)
16 ! v sur 20 contiennent 6 1 p— 196 - i P+1,9 \/ =
17 e i || v
'
18 I P X Soit 90 % = z
19 i z A retenir
o e | P g
| = 95 % attendus = Plus I'échantillon est grand, plus les intervalles sont courts
20 | v o )
' (estimation plus précise)
' T : T ! b j = Plus le niveau de confiance est élevé, plus les intervalles
0,35 0,40 0,45 0,50 0:55 0,60 0,65 sont larges.
Valaiivs: pssiblassdii pararitis * Un intervalle de confiance ne signifie pas que la probabilité
que @ soit dans cet intervalle vaut 95 % :
c'est la procédure qui, a long terme, couvre 6 dans 95 %
des cas
Idée clé | En répétant un grand nombre de fois la méme méthode, environ 95 % des intervalles de confiance a 95 %
But : estimer § avec une incertitude quantifiée.
v contiendront la vraie valeur du parameétre.

Plutét que d'estimer un parametre par une valeur unique, I'estimation par intervalle de confiance fournit une fourchette
de valeurs plausibles, assortie d'un niveau de confiance, ce qui permet de quantifier l'incertitude liée a I'échantillonnage.
Intervalle de confiance d'une proportion

Dans le cas d'une loi binomiale approximable par une loi normale, on détermine un intervalle de confiance pour la
proportion p, & un niveau de confiance souhaité (souvent 95 % ou 99 %), a partir de la fréquence observée sur
I'échantillon.

Intervalle de confiance d'une moyenne
On détermine de méme un intervalle de confiance pour une moyenne, dans le cas d'une loi normale d'écart type connu,
ou dans le cas de grands échantillons.

Confiance et probabilité

Il faut distinguer confiance et probabilité : avant le tirage d'un échantillon, la procédure d'obtention de I'intervalle de
confiance a une probabilité de 0,95 (ou 0,99) de fournir un intervalle contenant le paramétre inconnu ; apreés le tirage, on
dit que le parameétre est dans l'intervalle calculé avec une confiance de 95 % (ou 99 %) — le paramétre, une fois
|'échantillon tiré, est fixé, seul l'intervalle varie d'un échantillon a I'autre.

Taille d'échantillon nécessaire

On peut déterminer la taille nécessaire d'un échantillon pour estimer une proportion ou une moyenne avec une précision
donnée, ce qui est utile pour dimensionner un plan de contréle en amont d'une campagne de mesures.

Exemple résolu

Enoncé

Sur un échantillon de 150 éprouvettes (cf. notion 2H1), la fréquence de non-conformité observée est f =
0,08. Un logiciel calcule, au niveau de confiance de 95 %, l'intervalle de confiance [0,043 ; 0,117] pour la
proportion p de non-conformité dans la population totale.

Interpréter ce résultat.

Résolution
On peut affirmer, avec un niveau de confiance de 95 %, que la proportion réelle p d'éprouvettes non
conformes dans I'ensemble de la production est comprise entre 4,3 % et 11,7 %.




Cela signifie que la procédure utilisée pour construire cet intervalle a, avant le prélévement de I'échantillon,
95 % de chances de fournir un intervalle contenant la vraie valeur de p ; ce n'est pas la probabilité, une fois
I'échantillon tiré, que p appartienne précisément a [0,043 ; 0,117].

Applications métiers (Travaux Publics) : Maitrise statistique des procédés de fabrication (bétons, enrobés), contrdle qualité de
réception de matériaux, incertitude de mesure sur chantier.



Exercices d'application

Ex. H1 — Estimation de la teneur en eau d'un sol

Enoncé

Sur un échantillon de 40 mesures de teneur en eau d'un sol, on obtient une moyenne de 18,4 % avec un écart type estimé
de 2,1 %. Un logiciel calcule, au niveau de confiance de 95 %, l'intervalle de confiance pour la moyenne p de la teneur en
eaudusol : [17,75 % ; 19,05 %] (bornes arrondies).

1) Donner l'estimation ponctuelle de p.
2) Interpréter l'intervalle de confiance obtenu.

Corrigé
1) L'estimation ponctuelle de la moyenne p de la teneur en eau du sol est la moyenne observée sur I'échantillon, soit 18,4
%.

2) On peut affirmer, avec un niveau de confiance de 95 %, que la teneur en eau moyenne réelle du sol est comprise entre
17,75 % et 19,05 %. Cela signifie que la procédure utilisée a, avant le prélevement, 95 % de chances de fournir un
intervalle contenant la vraie valeur de .

Ex. H2 — Comparaison de deux procédés de compactage

Enoncé

On souhaite tester, au seuil de 5 %, si un nouveau procédé de compactage donne une densité moyenne différente de
I'ancien procédé (densité moyenne de référence : 1,85 t/m?®). L'hypothése nulle est H, : « la densité moyenne obtenue
avec le nouveau procédé est de 1,85 t/m?® ». Un logiciel calcule une région de rejet correspondant & une densité moyenne
observée en dehors de l'intervalle [1,81 ; 1,89]. La densité moyenne observée avec le nouveau procédé, sur un
échantillon, est de 1,93 t/m?.

1) Ce test est-il bilatéral ou unilatéral ?
2) Conclure quant au rejet ou non de H,.

Corrigé
1) L'hypothése alternative (densité « différente », dans un sens ou dans I'autre) ne privilégie pas un sens d'écart : le test
est bilatéral.

2) La valeur observée 1,93 n'appartient pas a [1,81 ; 1,89] (elle lui est supérieure) : elle appartient a la région de rejet. On
rejette Ho au seuil de 5 % : le nouveau procédé donne bien une densité moyenne significativement différente de 1,85
t/m? (ici, supérieure).



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. L'estimation ponctuelle d'une proportion p, a partir d'un échantillon, est généralement égale a :

A. L'écart type observé sur |'échantillon
B. La fréquence observée sur I'échantillon v (réponse correcte)
C. La médiane de I'échantillon

D. Le double de la fréquence observée
Explication : On estime ponctuellement une proportion p par la fréquence observée sur I'échantillon.

Question 2. Dans un test d'hypothése, le risque d'erreur de premiére espéce correspond a :

A. Ne pas rejeter H, alors qu'elle est fausse

B. Rejeter H, alors qu'elle est vraie v (réponse correcte)

C. Accepter systématiquement H,

D. Ne jamais se tromper

Explication : L'erreur de premiére espéce consiste a rejeter a tort I'nypothése nulle H, alors qu'elle est vraie.

Question 3. Un test bilatéral est utilisé lorsque I'hypothése alternative :

A. Privilégie un écart uniquement supérieur

B. Privilégie un écart uniquement inférieur

C. Ne privilégie pas de sens d'écart particulier v (réponse correcte)

D. N'existe pas

Explication : Un test bilatéral s'utilise quand on cherche un écart dans les deux sens (« différent de »), sans privilégier ni le sens
supérieur ni le sens inférieur.

Question 4. Un intervalle de confiance a 95 % pour une moyenne W signifie que :

A. 1 appartient a coup sir a cet intervalle

B. La procédure utilisée a, avant tirage de I'échantillon, 95 % de chances de fournir un intervalle contenant p v
(réponse correcte)

C. 95 % des valeurs de I'échantillon appartiennent a cet intervalle

D. L'écart type vaut 0,95

Explication : Le niveau de confiance de 95 % concerne la procédure de construction de l'intervalle, avant tirage de I'échantillon.

Question 5. Pour estimer une proportion ou une moyenne avec une meilleure précision, il faut en général :

A. Diminuer la taille de I'échantillon

B. Augmenter la taille de I'échantillon v (réponse correcte)

C. Changer le niveau de confiance 30 %

D. Cela n'a pas d'influence

Explication : Plus la taille de I'échantillon est grande, plus I'estimation (et I'intervalle de confiance associ€) est précise.
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211 — Matrices : définitions et opérations

‘ 2I1 — Matrices : définitions et opérations

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres réels (ou complexes) disposés en lignes et colonnes.

Si A a m lignes et n colonnes, on note A € M, . (R)

Produit matriciel Matrice A (m x n) Matrice B (n x p) Matrice C = AB (m x p)
Soit A € Mon(R) et B € M,.x,(R). I
Mumxn x» (R) 611 Mz .- Gin b bia | by bip %1 - Cig ans Gip Chaque élément c,; de C
Le produit C' = AB est la matrice de taille m x p
A est obtenu par le produit
dont I'élément de la ligne i et de la colonne j est : L;SE":’_. '\_ail _ﬂiz_ Cip A
n avec |a colonne j de B :
Cij = Z ag brj
k=1 Gm1 Gm2 -+ Cmp eij = aiibij + aigb;
+ -+ Ginbn;
Colonne j
de B
éri Condition d'exists
Exemple numérique Galsullderesgs(iigneL e Asavecieslonne 3 ds9B): ondition d'existence
2 -1 Le produit AB existe
P Tee D 23 B o 3 =1, L C— AB - -1 [T si et seulement si
4 0 -1 e I 2 8|-| 8 |=1x(-1)+2x3+3x4=17 LT le nombre de colonnes
. 4 de A (n) est égal au
nombre de lignes de B (n).
Autres opérations sur les matrices
Addition (mémes dimensions) Multiplication par un scalaire Transposée Produit de matrices (rappel)
" Sivd'= ; i
Si A = (ai;) et B = (bi;) sont dans My cp SiAeRet A=(ay), ! (@i5) € Monn Si A€ Mpxn et B € Mpxp
AT est la matrice n x m définie par
C=A+8=(ay+by) A = (Aay) (AT =52 C=AB € Mpyp
(sormmiteme 3 ema)
s T 1 4 n
(1 2) (71 5) (0 7) 2(1 72):(2 44) (4 5 ﬁ) o | S (C"):(Z“"”bk")
i = 3 0 6 0 5 k=1
3 4 2 0 5 4 .
3 6
A retenir Le produit AB se calcule “ligne de A" x ‘“colonne de B". Résultat : matrice m x p.

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres, qui permet d'organiser et de manipuler efficacement de grandes
quantités de données ou de coefficients d'un systeme d'équations, notamment a I'aide d'un logiciel.

Définition
Une matrice de dimension (ou de taille) n x p est un tableau de nombres réels comportant n lignes et p colonnes. On note
a;j le coefficient situé a la ligne i et a la colonne j. Une matrice carrée a autant de lignes que de colonnes (n = p).

Somme de deux matrices

Deux matrices de méme dimension s'additionnent terme a terme : si A = (a;j) et B = (b;j), alors A + B = (a5 + b;3).
Produit d'une matrice par un scalaire

Pour un réel k, k x A = (k x a;;) : chaque terme de la matrice est multiplié par k.

Produit de deux matrices

Le produit A x B n'est défini que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B. Chaque coefficient du
produit est la somme des produits termes a termes d'une ligne de A par une colonne de B. Le produit matriciel n'est en
général pas commutatif (AxB # BxA).

Matrice identité

La matrice identité In (carrée, de taille n) a des 1 sur la diagonale principale et des 0 ailleurs ; elle est I'élément neutre du
produit matriciel : A x In = In x A = A pour toute matrice carrée A de taille n.

Outils

Ces opérations se pratiquent a la main dans les cas simples (petites matrices) et a I'aide d'un logiciel (tableur, calculatrice,
logiciel de calcul formel) dans tous les cas, notamment pour des matrices de grande taille.

Exemple résolu

Enoncé
Ondonne A=[[2, 1], [0, 3]l et B =[[1, -1], [2, 4]] (matrices 2x2).

1) Calculer A + B.
2) Calculer 2A.




3) Calculer le produit A x B.

Résolution
1) A+ B =[[2+1, 1+(-1)], [0+2, 3+4]] =[[3, 0], [2, 7]1].

2) 2A=[[4, 2], [0, é]].

3) A x B : coefficient (1,1) = 2x1 + 1x2 = 4 ; coefficient (1,2) = 2)((—1) + 1x4 = 2 ; coefficient (2’1) =0x1+ 3x2 =
6 ; coefficient (2,2) = 0x(-1) + 3x4 = 12.

AxB=[[4,2],[6, 12]].

Applications métiers (Travaux Publics) : Résolution de systemes d'équations linéaires issus du calcul de structures (méthode des
déplacements, réactions d'appui), traitement de données topométriques, calculs itératifs de RDM et de mécanique des sols.



212 — Matrice inverse

212 — Matrice inverse

Soit A une matrice carrée inversible d'ordre n.

Il existe une unique matrice carrée, notée A~ !, telle que : A x A~! = I, (matrice identité d'ordre n).

La matrice A~ est appelée la matrice inverse de A.

Matrice A (n x n)

a11 @12 Q1n
a2 22 QA2p,

X
(2795 ap2 Ann

Matrice inverse 4!

bl 1 b1‘2 bln
b21 b22 b2n
bnl bn‘2 bnn

Matrice identité I,,

i 0 e @
0 gy -+ 0
0 0 1

A inversible = det(A) # 0

Dans ce cas :

AxA'=A"1xA=1,

Propriété

(A =4

et

Comment trouver A~ ?
e Par la formule (matrice 2 x 2) :

‘ SiA=(“
C

| 1 d —b
At = ——
ad — be ( —c a )

o Ou par la méthode de Gauss-Jordan :

Z) et ad — be # 0, alors

on applique des opérations élémentaires sur [A 3l ]

Condition d’existence

La matrice inverse A1 existe
si et seulement si

A est carrée et det(A) # 0.

Dans le cas contraire,

la matrice inverse n'existe pas

Exemple numérique (ordre 3)

2 25 10 2
A=)1 1 1 Al
0 1 2 1

| jusqu’a obtenir [J’,L | a4~ ]
|

A retenir : La matrice A™! “annule” A pour le produit matriciel : multiplier A par son inverse donne la matrice identité.

e L'inverse est unique, quand il existe.

L'inverse d'une matrice carrée généralise, pour les matrices, la notion d'inverse d'un nombre réel non nul, et permet de
résoudre directement un systeme d'équations linéaires écrit sous forme matricielle.

Définition
Une matrice carrée A de taille n est dite inversible s'il existe une matrice carrée A™* de méme taille telle que Ax A™* = A™* x
A = In. Toutes les matrices carrées ne sont pas inversibles.

Calcul de l'inverse

On calcule l'inverse d'une matrice, lorsqu'elle existe, a la main pour une matrice 2x2 (formule directe a partir du
déterminant) et a I'aide d'un logiciel de calcul formel dans tous les autres cas.

Cas d'une matrice 2x2

Pour A =[[a, b], [c, d]], le déterminant de A vaut det(A) = ad - bc. Si det(A) # 0, A est inversible et A™* = (1/det(A)) x [[d,
-b], [-c, all. Si det(A) = 0, A n'est pas inversible.

Résolution matricielle d'un systéme

Un systeme linéaire s'écrit sous forme matricielle AX = B, ou A est la matrice des coefficients, X la matrice colonne des
inconnues et B la matrice colonne des seconds membres. Si A est inversible, I'unique solution du systéme est donnée par
X=A"xB.

Exemple résolu

Enoncé
On donne A =[[3, 2], [4, 3]].

1) Calculer det(A) et en déduire que A est inversible.

2) Calculer A™.

Résolution
1) det(A) =3x3-2x4=9-8=1#0:Aestinversible.

2) A= (1/1) x [[3, -2], [-4, 311 = [[3, -2], [-4, 3]I.
Vérification : A x A™* = [[3x3+2x(-4), 3x(-2)+2x3], [4x3+3x(-4), 4x(-2)+3x3]] = [[9-8, -6+6], [12-12, -8+9]] =




([1,0], [0, 1]] =1.. v

Applications métiers (Travaux Publics) : Résolution de systemes d'équations linéaires issus du calcul de structures (méthode des
déplacements, réactions d'appui), traitement de données topométriques, calculs itératifs de RDM et de mécanique des sols.



213 — Reésolution de systemes d'équations linéaires

213 — Résolution de systemes d'équations linéaires

La résolution d'un systéme de deux équations linéaires 3 deux inconnues peut modéliser,

par exemple, |'équilibre d’'une poutre soumise a des charges.

1) Modele : poutre simplement appuyée 2) Systeme d'équations linéaires 3) Résolution graphique
Equatinns d'équilibre « On associe a chaque équation une droite dans le repére (x ; y)
F, =20 kN F, = 30 kN ol : o : :
1 o F3; = 10 kN T4y =20+30+10 = 60 & La solution du systtme est le point d'intersection des deux droites.
l ] l 5y —2x20—-5x30—7x10=0 y (en kN)
70
[ ] 5y —240 =10 (2) 5y — 240 =0
A er 60 - y =48
Systéeme
(12 48)
x y z+y =60 (1) BB T s = 4
2 2
T 0 ; L 5y = 240 )

40

e . : réaction verticale de I'appui A (en kN)

¢ oS

Résolution algébrique

e y - réaction verticale de I'appui B (en kN) 20
De(2): y= 220 =48 ! (1) z+y =60
* Hypothése : poutre en équilibre statique - 10 |
- Dans (1) : o = 60 — 48 = 12 i
= Somme des forces verticales = 0 . |
Somme des moments en A = g A0FERR20 80 a0 50 00 70z (en kN)

Solution : (z:y) = (12 48)
| s La droite (1) coupe les axes en (60 ; 0) et (0 60)

Réactions d'appui : * =12kN , y = 48 kN
s La droite (2) coupe les axes en (0 0) et (48 60)

A ir Un systéme linéaire de deux équations a deux inconnues peut se résoudre : i ¢
A retenir : ! q B Solution physique :

1 = algébriquement (méthodes de substitution, combinaison, etc.)
3 . ” f i r=12kN, y =48 kN
= graphiquement : la solution est le point d'intersection des deux droites représentant les équations,

De nombreux problémes techniques (calcul de structures, équilibrage de réseaux, topométrie) se ramenent a la résolution
d'un systeme de plusieurs équations linéaires a plusieurs inconnues.

Systéme linéaire

Un systéme de n équations linéaires a p inconnues est un ensemble de n équations de la forme a;x; + a,x, + ... + apxp= b,
a résoudre simultanément.

Méthodes de résolution « a la main »

Pour un petit systéme (2 ou 3 équations), on utilise la substitution (exprimer une inconnue en fonction des autres a I'aide
d'une équation, puis remplacer dans les autres), la combinaison linéaire des équations (pour éliminer une inconnue), ou
la méthode du pivot de Gauss (élimination successive et systématique des inconnues, ligne par ligne).

Résolution par logiciel ou calculatrice

Pour un systéme de taille quelconque, on écrit le systéeme sous forme matricielle AX = B et on obtient la solution a I'aide
d'un logiciel ou d'une calculatrice, soit par inversion de la matrice A (si elle est carrée et inversible), soit a I'aide d'une
fonction de résolution de systemes intégrée.

Existence et unicité de la solution

Un systéme peut n'avoir aucune solution, une solution unique, ou une infinité de solutions ; lorsque le systéme est carré
(autant d'équations que d'inconnues) et que la matrice associée est inversible, la solution est unique.

Exemple résolu

Enoncé
Un bureau d'études doit déterminer les réactions d'appui d'une poutre reposant sur deux appuis, ce qui
conduit au systéme :

3x+2y =130
4x + 3y = 180
ol x et y sont les réactions d'appui (en kN).

Résoudre ce systeme par combinaison linéaire.

Résolution




3x + 2y = 130 (1)

4x + 3y = 180 (2)

On multiplie (1) par 3 et (2) par 2 pour éliminery :

9x + 6y = 390

8x + 6y = 360

En soustrayant : (9x+6y) - (8x+6y) = 390 - 360, soit x = 30.

En reportant dans (1) : 3x30 + 2y = 130, soit 90 + 2y = 130, 2y = 40, y = 20.
Les réactions d'appui valent x = 30 kN et y = 20 kN.

Vérification dans (2) : 4x30 + 3x20 = 120 + 60 = 180. v (On retrouve d'ailleurs que la matrice associée [[3,2],
[4,3]] est celle de I'exemple précédent, d'inverse [[3,-2],[-4,3]], ce qui donne directement x = 3x130 -
2x180 =390 - 360 = 30 et y = -4x130 + 3x180 = -520 + 540 = 20, résultat identique.)

Applications métiers (Travaux Publics) : Résolution de systémes d'équations linéaires issus du calcul de structures (méthode des
déplacements, réactions d'appui), traitement de données topométriques, calculs itératifs de RDM et de mécanique des sols.
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‘ 214 — Puissances de matrices ; suites définies par une relation matricielle

Dans un processus oli un flux se répartit entre plusieurs itinéraires 3 chaque étape, |'évolution peut &tre décrite

par une relation matricielle. Les puissances d'une matrice de transition permettent de prévoir les états futurs.

1) Réseau a deux itinéraires (états)

2) Matrice de transition

Propriétés
oo e Ch fFici ilité : 0 < p;; <
0.3 O isie, 2 [anstrie e Baneition Chaque coefficient p;; est une probabilité e |
0,7 - 06 (lignes : état actuel ; colonnes : état suivant). = kaleamma) dasiSodtlisidnia deidiaquathe i vauel
/B\\‘ By ' P™ donins les. probabilités: deitransition en 4 étapés |
|
\_/\\ /w/ 0.7 0.3 (P")i; = P(atre en j 3 I'étape n | étre en ¢ 3 l'étape 0).
S— ’ ?
Itinéraire A Itinéraire B Br=
0.4 0,4 0,6 Interprétation
a,
Si Xy = it | 22 I d t la répartiti
o 0,3 : probabilité quun camion passant par A continue par B & I'étape suivante. - o (hu ) Srilewetteir(colonne dotnantla: ripardiuon
* 0.7 : probabilité qu'un camion passant par A reste sur A a I'étape suivante du flux & I'étape n (an sur A, by sur B), alors :
(De méme pour B.) K1 =P, et K= P™ Xy,
3) Evolution du flux au cours des étapes (puissances de P)
Etape 0 Etape 1 Etape 2 Etape 3 Etape n
01 L 06 xP o7 i 06 xP o7 i 06 xP o L x P 23 06
o< > \ﬂ N > P~ a N (7 - —_— W
B/ A (B )}/ N A) B L/ xA' B )/
Wl e % O 5 Bacrm { ¢ ’
0,4 0.4 0.4 0.4 L 0.4
Vecteur initial (répartition du flux) e
70 61 i , 57,3
s (100) X, = PXq = 6 X, = PX, = P?X, = 5 X; = PXp = PPX, = e X, = P'X,
05 3¢ .
0 :
e g x - Ré ition a I'é
1001 cansisaREurA: (0%GEB 70 camions sur A, 30 sur B 61 camions sur A, 39 sur B 57.3 camions sur A, 42,7 sur B épartition a I'étape n
- P2 po P 3 " " Interprétation a long terme
Puissances = > Quard’z. est: gran

0,7

0,3

0,39

0,573

0,427

Quand n devient grand, la répartition

0,429

tend vers un état stable (stationnaire) :

de P (

A retenir :

0,61 0,571
0.6 0,52 0,48 0,569 0,431 0,571

Les puissances de la matrice de transition permettent de prévoir la répartition du flux aprés n étapes

) (stabilité 3 long terme)

0.4 0,429

=~ 57,1 % des camions sur A

et = 42,9 % sur B & chaque étape

Xn = P"Xo.

- Elles meodélisent I'évolution d'un processus aléatoire (chaine de Markov) en discrétisant le temps

Certains systemes évoluant par étapes successives (répartition de flux, états d'un processus) se modélisent par une suite
de matrices colonnes liées par une relation de récurrence, dont I'étude repose sur le calcul de puissances de matrices.
Puissance d'une matrice carrée

Pour une matrice carrée A et un entier naturel n, A" désigne le produit de A par elle-méme n fois (avec A° = I, matrice
identité). Ce calcul, rapidement fastidieux a la main dés que n dépasse 2 ou 3, se fait a I'aide d'un logiciel.

Suite de matrices colonnes définie par récurrence

Si Un est une matrice colonne représentant I'état d'un systéme a I'étape n, et si I'évolution d'une étape a la suivante
s'écrit Un,, = A x Un (A matrice carrée constante), alors, par récurrence : Un = A" x U,. Le calcul de A" (a 'aide d'un logiciel)
permet donc de déterminer directement I'état du systéme a n'importe quelle étape, sans calculer tous les états
intermédiaires.

Exemple résolu

Enoncé
L'état d'un réseau de distribution est décrit par une matrice colonne Un = [xn ; yn], avec la relation de
récurrence Un,; = A x Un ol A =[[0,9; 0,1], [0,2 ; 0,8]] et U, = [100 ; 50].

Calculer U, a partir de U, et A.

Résolution
U1 =AX Uo o

X1 =0,9%x100+0,1x50=90+5=95.
y1=0,2% 100 + 0,8 x 50 = 20 + 40 = 60.
U,=[95; 60].

Pour obtenir Uy, par exemple, on calculerait A 3 I'aide d'un logiciel puis U, = A®® x U,, plutét que d'itérer
10 fois le calcul terme a terme.




Applications métiers (Travaux Publics) : Résolution de systémes d'équations linéaires issus du calcul de structures (méthode des
déplacements, réactions d'appui), traitement de données topométriques, calculs itératifs de RDM et de mécanique des sols.
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‘ 215 — Applications du calcul matriciel aux problemes professionnels ‘

Exemple : détermination des efforts dans une structure métallique triangulée

4 partir de mesures de déformations (jauges de contrainte).

1) Structure instrumentée 2) Mise en équations a partir des mesures 3) Ecriture matricielle du systéme
P =50 kN 3 i 5 T N *
Chaque jauge mesure une déformation e; liée & I'effort normal z; dans la barre Le systéme (1)—(2)—(3) s'écrit sous la forme :
sur laquelle elle est collée et aux efforts dans les autres barres reliées au méme noeud.

G : 210/k
_» JlsurAB = € = 210 pe 0,866 —0,500 0 * 3
' 210 —0,500 1,000 —0,500 x| = | —120/k
0,866 2, — 0,500z = —— 1 ;
i e k ™ 0 —0,500 0,866 z3 160/k
30m :
TTtm——_a J2surBD = & = —120 pe e e (B
—120 Matrice des coefficients Vecteur Vecteur
—0,500z, + 1,000x2 — 0,500x3 = ST (2) A des inconnues  des mesures
X n@ X B

£
@4, ST BawBC = e = 160 e
|
r

30m | 30m . 160
T J 4 t 0,866 2 — 0,500z = == (3) Forme compacte A : matrice 3x3 des coefficients
: AX =B X : vecteur das efferts inconnus
J1 + jauge sur la barre AB (diagonale gauche) Inconnues recherchées )
e k - coefficient de proportionnalité matériau T B\ vediourdestteimes conaus
J2 : Jauge sur la barre verticale BD A ue - microdéformation (1 ue = 107%) N R
r2 - effort normal dans BD {traction +) k=£E. 7 k est connu) L e = X = 4B A~ . matrice inverse de A
43 ¢ jauge sur la barre BC (diagonale droite) | | . . effort normal dans BC (traction +)
4) Résolution numérique (exemple) 5) Remarques 6) Application professionnelle

g " . . s ® Le calcul matriciel permet de traiter Cette démarche est utilisée en bureau d'études pour
En résolvant le systéme (par inversion ou tout autre méthode) i 5 » -
sfficacement desistructuresipluscomplees  le contrdle d'ouvrages existants (ponts, passerelles...),

(plus de barres, plus de mesures).

e la validation d’hypotheses de calcul,

Interprétation

£ 28,4 * Les équati i de la mécani  le suivi en temps réel de structures instrumentées.
L1 28,4 kN (traction) des structures (équilibre des noeuds) et
X= |z |=|—-187 | kN z
; *2 = —18,7 kN (compression) de Ia loi de Hooke (g =4 L)
o) 2k 23 = 24,9 kN (traction) e
e Les mesures de déformation fournissent
des informations expérimentales pour
identifier les efforts internes
A retenir :  Le calcul matriciel permet de modéliser et de résoudre des problémes réels en écrivant les équations d'un systéme sous la forme A X = B.
L] Il offre une méthode compacte, générale et puissante pour traiter des systémes a plusieurs incennues.

Le calcul matriciel synthétise en une seule écriture des problemes comportant de nombreuses inconnues liées entre elles ;
il est tres largement utilisé dans les logiciels de calcul de structures et de traitement de données topométriques.
Mise en équation matricielle d'un probléme professionnel

De nombreux problémes de calcul de structures (méthode des déplacements, équilibre d'un systéme de forces a
plusieurs inconnues) et de topométrie (ajustement de plusieurs mesures redondantes) se traduisent naturellement par
un systéme linéaire, que I'on écrit sous forme matricielle AX = B avant de le résoudre a I'aide d'un logiciel.

Intérét de I'écriture matricielle

Au-dela de la compacité de I'écriture, la forme matricielle permet de traiter de facon identique des systémes de tailles
trés différentes (de 2 inconnues a plusieurs centaines), les logiciels de calcul de structures reposant précisément sur
I'inversion ou la résolution de trés grands systémes matriciels.

Démarche générale

Face a un probléme professionnel : on identifie les inconnues, on écrit les relations (équilibre, compatibilité) sous forme
d'équations linéaires, on les organise sous forme matricielle AX = B, puis on résout a I'aide d'un logiciel et on interpréte le
résultat obtenu dans le contexte du probléme.

Exemple résolu

Enoncé
Trois jauges de contrainte, disposées sur une structure métallique, fournissent chacune une combinaison
linéaire de trois efforts inconnus N;, N,, N; (en kN) :

N;+ N, =40
N2+N3=55
N1+N3=45

1) Ecrire ce systéme sous forme matricielle AX = B.

2) Un logiciel de calcul formel donne comme solution N, = 15, N, = 25, N; = 30. Vérifier cette solution dans
les trois équations.

Résolution




1) A = [[111!0])[(),1:1])[1)0:1]]: X = [Nl; N2 ) N3]y B = [40 ) 55 ) 45]-
2) Vérification : N;#N, = 15+25 =40 v ; N,#N; = 25+30 =55 v ; N;+N; = 15+30 =45 /.

La solution proposée par le logiciel vérifie bien les trois équations : N, = 15 kN, N, = 25 kN, N; = 30 kN.

Applications métiers (Travaux Publics) : Résolution de systémes d'équations linéaires issus du calcul de structures (méthode des
déplacements, réactions d'appui), traitement de données topométriques, calculs itératifs de RDM et de mécanique des sols.



Exercices d'application

Ex. 11 — Répartition d'un flux sur deux itinéraires de chantier

Enoncé
Un flux de camions se répartit chaque jour entre deux itinéraires d'accés a un chantier, selon la relation Un,,; = A x Un, ou
Un = [xn ; Yn] (nombre de camions sur chaque itinéraire) et A =[[0,8 ; 0,3], [0,2 ; 0,7]]. On donne U, = [60 ; 40].

1) Calculer U,.
2) Vérifier que le nombre total de camions (xn + yn) reste constant d'une étape a l'autre.

Corrigé
1) x, = 0,8%x60 + 0,3x40 = 48 + 12 = 60. y, = 0,2x60 + 0,7x40 = 12 + 28 = 40.

U, =[60 ; 40] (identique a U, : cette répartition est un état stable pour cette matrice A).

2) Xo+Yo = 60+40 = 100 ; x,+y, = 60+40 = 100. Le total reste bien constant (chaque colonne de A a une somme égale 3 1:
0,8+0,2=1 et 0,3+0,7=1, propriété caractéristique d'une matrice de transition qui conserve le total).

Ex. 12 — Calcul des efforts dans un systéme de poutres

Enoncé
Le calcul des efforts dans un systéme simple conduit au systéme linéaire :

2x+y=70

x+3y=90

1) Ecrire la matrice A des coefficients et calculer det(A).

2) En déduire A™, puis résoudre le systéme 3 'aide de A™.

Corrigé
1) A=[[2, 1], 1, 3]]. det(A) =2x3 - 1x1 =6 - 1=5# 0 (A est inversible).

2) A= (1/5) x[[3, -1], [-1, 2]] = [[0,6 ; -0,2], [-0,2 ; 0,4]].
X=A"xBavecB=[70;90]:

x =0,6x70 + (-0,2)x90 = 42 - 18 = 24.

y =(-0,2)x70 + 0,4x90 = =14 + 36 = 22.

Solution : x = 24, y = 22, Vérification : 2x24+22 =70 v ; 24+3%x22 = 24+66 = 90 v .



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. Le produit de deux matrices A (n x p) et B (p x m) est défini si et seulement si :

A. A et B ont la méme dimension

B. Le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes de B v (réponse correcte)

C. A et B sont toutes deux carrées

D. Le nombre de lignes de A est égal au nombre de lignes de B

Explication : Le produit A x B n'est défini que si le nombre de colonnes de A égale le nombre de lignes de B.

Question 2. Une matrice carrée A est inversible si et seulement si :

A. Son déterminant est nul

B. Son déterminant est non nul v (réponse correcte)
C. Elle est symétrique

D. Tous ses coefficients sont positifs

Explication : A est inversible si et seulement si det(A) 7 0.

Question 3. Pour résoudre un systéme linéaire écrit sous forme matricielle AX = B, avec A carrée inversible, on calcule :
A.X=AxB

B.X=A"'xB v (réponse correcte)

C.X=B'xA

D.X=A+B

Explication : Si A est inversible, I'unique solution du systéme AX =B est X=A"xB.

Question 4. Si Un,, = A x Un, alors Un, en fonction de U,, s'exprime par :
A.Un=A+nxU,

B.Un=A"xU, v (réponse correcte)

C.Un=nxAxU,

D.Un= A" x Uo

Explication : Par récurrence, a partir de Un,; = A x Un, on obtient Un= A" x U,.

Question 5. Le produit matriciel A x B est-il, en général, égal au produit Bx A ?

A. Oui, toujours

B. Non, le produit matriciel n'est en général pas commutatif v (réponse correcte)
C. Oui, mais seulement pour les matrices carrées

D. Cela dépend uniquement de la taille des matrices

Explication : Le produit matriciel n'est en général pas commutatif : AxB 7 BXA.



Mathématiques — BTS Travaux Publics
Module J — Equations différentielles

2éme année

Notions du module

Code Notion Durée (h)
2)1 Equations différentielles linéaires du ler ordre a coefficients constants 2
2J2 Rappel : nombres complexes et équation du second degré a coefficients réels 1
2J3 Equations différentielles linéaires du 2nd ordre a coefficients constants 2
2)4 Modélisation pluridisciplinaire par équations différentielles 1




2J1 — Equations différentielles linéaires du ler ordre a coefficients
constants

‘ 2J1 — Equations différentielles linéaires du 1¢ ordre a coefficients constants

On considére |'équation différentielle linéaire du ler ordre a coefficients constants :

[ o =-028

1) Equation différentielle 4) Famille de solutions pour différentes conditions initiales )
Solutions #(t) = 6y e "%
¢ =—0,20 o(t) i (2) o
20 pour différentes conditions initiales
ol B(#) est |a fonction inconnue de la variable i
3 — 0(0) =20 = 6(t)=20e"
réelle £ (par exemple une température).
—_— 0) =15 = O(t) =15 3
15 Courbe mise en évidence :
‘] — = = —0,2t
2) Solution générale 68(0) = 15 6(0)=10 = 06 =10e
La solution générale est : > O(t) = 15 =02 — B(0)=5 = 6(t)=5e %%
0(t) = C e 02 — 6(0)y=2 6(2) =22
10 A
ol C' est une constante réelle.
3) Condition initiale 5 4
Pour une condition initiale #(0) = f,
on obtient :
6(t) = B e~ 02t
0 i
0 5 10 15 20 25 30
Q'r Interprétation
Toutes les solutions déeroi: i 5) R y importantes : ; o 5 10 15 2
vers 0 quand ¢ augmente e L R A || i ||l Bl e
Plus la condition initiale 8{0) est grande, ® Le signe négatif du coefficient —0,2 implique une décraissance exponentielle. e %2 | 1 |0,37 | 014 005|002
1
plus la courbe part haut, mais la vitesse ® La constante de temps vaut T = — =5 Exemple (courbe orange) :

de décroissance est la méme pour toutes. =02 6(5) = 15¢~! ~ 5,53
® Au bout de 5 unités de temps, la solution est multipliée par e ™' = 0,37 (environ 37 % de la valeur initiale) ) ’
6(10) = 15¢~2 ~ 2,03

Une équation différentielle relie une fonction inconnue d sa (ou ses) dérivée(s) ; elle permet de modéliser un phénoméne
continu dont on connait la loi d'évolution instantanée, comme le refroidissement d'un matériau ou la charge d'un
condensateur.

Forme générale
On étudie les équations de la forme ay' + b y = c(t), ol a et b sont des constantes réelles (a # 0) et ¢ une fonction continue
a valeurs réelles ; y désigne la fonction inconnue (souvent notée y(t)) et y' sa dérivée.

Solution générale

La solution générale de I'équation homogéne associée ay' + by = 0 est y(t) = K e*(-(b/a)t), K étant une constante réelle.
La solution générale de I'équation compléte s'obtient en ajoutant a cette solution une solution particuliere de I'équation
avec second membre ; les indications permettant d'obtenir cette solution particuliére sont données lorsque nécessaire.

Condition initiale
Une équation différentielle du 1er ordre admet une infinité de solutions (une pour chaque valeur de la constante K) ; une
condition initiale (valeur de y a un instant donné) permet de déterminer une solution unique, correspondant a une valeur

précise de K.

Outils

On résout une équation différentielle du premier ordre a la main dans les cas simples, et a I'aide d'un logiciel de calcul
formel dans tous les cas ; on peut représenter a I'aide d'un logiciel la famille des courbes représentatives des solutions.

Méthode d'Euler

Sur un exemple, on peut présenter la résolution approchée d'une équation différentielle par la méthode d'Euler, qui
construit une approximation de la solution de proche en proche a partir de la condition initiale et du pas de temps choisi.

Exemple résolu

Enoncé
La température 6(t) (en °C) d'un béton en cours de durcissement, au-dela de la température ambiante,

vérifie I'équation différentielle ©' = -0,2 0, avec la condition initiale 6(0) = 15.




1) Résoudre cette équation différentielle.

2) Calculer 8(5) (arrondi & 1072 prés) et interpréter.

Résolution
1) L'équation s'écrit '+ 0,20 =0, de laformeay'+by=0aveca=1et b =0,2. La solution générale est 6(t)
=K e”(-0,2t).

La condition initiale 8(0) = 15 donne K e° = 15, donc K = 15.
La solution est 8(t) = 15 e”(-0,2t).
2) 8(5) = 15 e”(-0,2x5) = 15 e (-1) = 15 x 0,3679 = 5,52 °C.

Aprés 5 heures, I'écart de température par rapport a I'ambiante n'est plus que d'environ 5,5 °C, contre 15 °C
initialement : le refroidissement se poursuit de facon exponentiellement décroissante.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomenes continus : charge/décharge d'un condensateur, tassement
différé d'un sol, refroidissement d'un matériau (béton en cours de prise), vibrations amorties d'un ouvrage.



2J2 — Rappel : nombres complexes et équation du second degré a
coefficients réels

2J2 — Rappel : nombres complexes et équation du second degré a coefficients réels

Toute équation du second degré & coefficents réels ayant un discriminant négatif

admet deux racines complexes conjuguées.

1) Représentation dans le plan complexe 2) Equation du second degré a coefficients réels
Im(z) J Equation caractéristique : | az? + bz +c=0 avec a,b,ceReta#0
b s =a+if e =
el e :/# Discriminant : A =b? — dac
2 J
‘zl B - \

Si A < 0, I'équation admet deux racines complexes conjuguées :

I
I
|
|
|
|
I S
I
5 | —btiv-A 4
0l.~ i Z19=— " =axif
2 ; = 2a
Ofll s @ Re(z) b
4 ! avec a=—— artie réelle
= } 2a (p )
Ry I =,
lz| - I 8= >0 (partie imaginaire)
S I 2a
=5 | e —
b i
e (e ® 2 =a—if
3) Interprétation graphique
® Les deux racines sont symétriques par rapport a |'axe des réels.
4) Exemple Im(z) * Elles ont la méme partie réelle a et des parties imaginaires opposées +/3
Résoudre z% + 2z +5 =0 Gy J‘f’ 2i 2 s Le module de chaque racine est : 2| = /a2 + 2.
a=1,b=2¢=5 = A=22—4x1x5=-16<0
A retenir
e ol o e Ay et
| e o : L TR ® Si A >0 : deux racines réelles (A > 0) ou une racine réelle double (A = 0)
Racines : 2z; = =1+ 24 et zp=-1-2i =2 .1 ® Si A < 0: deux racines complexes conjuguées a + ij.
2y =

Avant d'aborder les équations différentielles linéaires du second ordre, on réactive la résolution, dans C, d'une équation
du second degré a coefficients réels, indispensable pour déterminer I'équation caractéristique de ces équations
différentielles.

Rappel de 1ére année

Ce point a été traité en détail dans le module Nombres complexes de 1é&re année (notion 1D4) : pour ax*+bx+c =0 (a, b,
créels, a # 0), le discriminant A = b? - 4ac détermine la nature des solutions (deux réelles si A>0, une réelle double si A=0,
deux complexes conjuguées si A<0).

Ecriture algébrique

Dans le cadre des équations différentielles, on se limite a I'écriture algébrique a + ib des solutions complexes de
I'équation du second degré.

Role dans les équations différentielles

Ce rappel prépare directement I'étude de I'équation caractéristique associée a une équation différentielle linéaire du
second ordre a coefficients constants (notion 2J3), équation du second degré dont la nature des racines détermine la
forme des solutions de I'équation différentielle.

Exemple résolu

Enoncé
Résoudre dans C I'équation r*> + 4r + 13 = 0 (équation caractéristique associée a une équation différentielle
du second ordre).

Résolution
A=4%-4x1x13=16 - 52=-36 < 0.

V(-A) =36 = 6.
Les solutions sont ry = (-4 - 6i)/2=-2 - 3ietr,= (-4 + 6i)/2 = -2 + 3i.

L'équation admet deux solutions complexes conjuguées : r, = -2 - ietr, = -2 + 3i.




Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomeénes continus : charge/décharge d'un condensateur, tassement
différé d'un sol, refroidissement d'un matériau (béton en cours de prise), vibrations amorties d'un ouvrage.



2J3 — Equations différentielles linéaires du 2nd ordre a coefficients
constants

2J3 — Equations différentielles linéaires du 2°¢ ordre a coefficients constants |

On considére I'équation différentielle linéaire du 29 ordre a coefficients constants :

[ ¥ + 22y +wiy=0 (A>o0, wU>O}J

Oscillation amortie

—— Solution y(t) : oscillation amortie

— - - Enveloppes exponentielles + A e—At |

Al y=—Ae M
Forme de la solution (cas A\? < w3) Interprétation Exemple numérique
La solution générale s'écrit e Le systéme oscille avec une pulsation w. Prenons A = 0,4 et wy = 2
y(t) = e—At (C: cos(wt) + C; sin(wt)) o L'amplitude décroit exponentiellement Alors w = /22 — 0,42 = \/3.84 ~ 1,96.
au cours du temps avec le facteur e ** : . = B
La solution représentée correspond 2
avec w = yJwi — A% (>0) e Plus A est grand, plus |'amortissement
4 = e~ 04t 0o 96
) y(t) = e cos(1,96 &)
C, et C, sont des constantes réelles est rapide
’
déterminées par les conditions initiales. avec y(0) =1 et y'(0) = 0.
A retenir : Pour A > 0et A2 < w3, la solution est une oscillation amortie : la réponse du systéme oscille et tend vers 0 quand ¢ — +co

Les enveloppes £ A e~ * bornent la solution.

Ces équations modélisent des phénomenes vibratoires ou oscillants (oscillateurs mécaniques, circuits électriques
comportant une bobine et un condensateur) et généralisent au second ordre I'étude menée pour le premier ordre.

Forme générale

On étudie les équations de laforme ay" + b y'+ cy =d(t), ou a, b, c sont des constantes réelles (a # 0) et d une fonction
continue a valeurs réelles, du type polynéme, exponentielle (t = a e”(t)) ou sinusoide (t = cos(wt+p) ou t - sin(wt+@)).
Equation caractéristique

Al'équation homogeéne ay" +by' + cy =0 est associée |'équation caractéristique ar?+b r + ¢ = 0 (équation du second
degré, cf. notion 2J2). Selon le signe du discriminant A de cette équation :

— si A >0, racines réelles distinctes ry, r, : solution générale y(t) = K, e(rit) + K, e”(r,t) ;
— si A =0, racine double r, : solution générale y(t) = (K, + K, t) e (rot) ;

— si A <0, racines complexes conjuguées a + i : solution générale y(t) = e at) (K, cos(Bt) + K, sin(Bt)), K, et K, étant des
constantes réelles.
Solution particuliére

Comme pour le premier ordre, la solution générale de I'équation compléte s'obtient en ajoutant une solution particuliére
a la solution générale de I'équation homogeéne ; la forme de cette solution particuliére est donnée lorsque nécessaire.

Conditions initiales

Deux conditions initiales (par exemple y(0) et y'(0)) sont nécessaires pour déterminer une solution unique, car la solution
générale comporte deux constantes.

Outils

On résout ces équations a la main dans les cas simples et a I'aide d'un logiciel de calcul formel dans tous les cas ; on
représente a l'aide d'un logiciel la famille des courbes représentatives des solutions.

Exemple résolu

| Enoncé




Un systéme oscillant vérifie I'équation différentielle y' + 4y' + 13y = 0, avec les conditions initiales y(0) = 1 et
y'(0) = -2.

1) Résoudre |'équation caractéristique associée (on rappelle qu'on a trouvé, notion 2J2, les racines r, = -2-3i
etr, =-2+3i).

2) En déduire la forme de la solution générale de I'équation différentielle.

Résolution
1) L'équation caractéristique est r* + 4r + 13 = 0, dont les racines complexes conjuguées, calculées a la
notion 2J2, sontr = -2 + 3i (soita=-2 et B = 3).

2) Les racines étant complexes conjuguées (A < 0), la solution générale est de la forme :

y(t) = e”(-2t) (K, cos(3t) + K, sin(3t)), K; et K, étant des constantes réelles a déterminer a I'aide des
conditions initiales y(0) = 1 et y'(0) = -2. On reconnait la forme caractéristique d'une oscillation amortie (le
facteur e~ (-2t) traduit I'amortissement, le terme en cosinus/sinus traduit I'oscillation de pseudo-pulsation 3
rad/s).

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomeénes continus : charge/décharge d'un condensateur, tassement
différé d'un sol, refroidissement d'un matériau (béton en cours de prise), vibrations amorties d'un ouvrage.



2J4 — Modélisation pluridisciplinaire par équations différentielles

2J4 — Modélisation pluridisciplinaire par équations différentielles J

La charge d'un condensateur dans un circuit RC série peut étre modélisée

par une équation différentielle du 1¢* ordre.

1) Circuit RC série 3) Courbe de charge du condensateur
i(t) /\/\};\/w wo(£)
i D e it T- TIPS
E :_ C | uelt) uc(t) = E (1 € ”R(')
= 0,63F 4+ --ccmmmme e
Point caractéristique :

A linstant t = RC = 7,
ue(r) = 0,63 E
(soit 63 % de la valeur finale E)

wc-(t) : tension aux bornes du condensateur

i(t) : intensité du courant dans le circuit

2) Modélisation par équation différentielle

-~

Loi des mailles E = Ri + uc
Sl T =RC 2RC 3RC 4RC 5RC
dt
D’ot I'équation différentielle : pcr d‘+ + uc = E
dt 4

Relation du condensateur : i =

Interprétation
v s uc(t) croit exponentiellement de 0 vers E

Solution pour ¢ (0) = 0 (condensateur déchargé) s La constante de temps 7 = RC détermine |a rapidité de la charge.

uc(t) = E (1 - ,;'/R(‘) pour ¢t > 0 e Au bout d'environ 5 7, le condensateur est pratiquement chargé : uc (57) = 0,99 E.

7 = RC' : constante de temps (en s)

4) Exemple numérique 5) Applications
E=12V ; R=20kQ ; C=100uF t(s) 0 T ar P s E ique : circuits de temporisation, filtrage
I ] I : ¢ ).

= - . : e Physique : charge de tl d'un corps
T=RC = 020s ue(t) (V) 0 7.6 104 | 11,4 | 11,9 i = g
c e Chimie : cinétique de réactions du ler ordre B Ig
0,20 0%) | (63%) | (86%) | (95%) | (99%
uc(t) = 12 (l — et/ ) V) (@) i(os 20| (Bo)li(B N[ (38 %)  Biologie : modélisation de certains processus ¢ lati

A retenir : Les équations différenticlles permettent de décrire I'évolution temporelle de grandeurs dans de nombreux systémes réels.

g lei, I'équation du 1¢r ordre modélise une approche exponentielle vers un état d'équilibre

La mise en équation d'un phénomene physique continu, issu d'une autre discipline (mécanique, €lectricité, thermique),
constitue l'aboutissement naturel de ce module et renforce les liens entre les enseignements de mathématiques et de
physique-chimie.

Démarche de modélisation

Face a un phénomeéne physique continu, on établit d'abord la loi physique reliant la grandeur étudiée a sa vitesse de
variation (loi de refroidissement, loi des mailles pour un circuit RC ou RLC, principe fondamental de la dynamique pour un
oscillateur mécanique), ce qui fournit I'équation différentielle du modéle. On résout ensuite cette équation (a la main ou
al'aide d'un logiciel) avant d'interpréter la solution obtenue dans le contexte physique initial.

Exemples de mise en équation

Charge d'un condensateur a travers une résistance (circuit RC) : équation du premier ordre. Décharge d'un condensateur
dans un circuit comportant une bobine et une résistance (circuit RLC) : équation du second ordre, pouvant présenter un
régime oscillant amorti. Tassement différé d'un sol sous une charge constante : équation du premier ordre, analogue a un
refroidissement. Vibrations amorties d'un ouvrage soumis a une excitation : équation du second ordre.

Interprétation de la solution

Selon les parameétres du modeéle (signe et valeur des racines de I'équation caractéristique, dans le cas du second ordre),
on interpréte le comportement obtenu : retour rapide ou lent 4 I'équilibre, présence ou non d'oscillations, amortissement
plus ou moins marqué — autant d'éléments utiles pour dimensionner ou choisir un dispositif technique.

Exemple résolu

Enoncé

La charge d'un condensateur de capacité C a travers une résistance R, alimenté par un générateur de
tension constante E, vérifie |I'équation différentielle RC x u' + u = E, ou u(t) est la tension aux bornes du
condensateur, avec u(0) = 0.

1) Mettre cette équation sous la forme ay' + b y = c(t) étudiée a la notion 2J1, avecy = u.

2) On admet que la solution est u(t) = E (1 - e*(-t/(RC))). Pour R = 1000 Q, C = 2x10°*F et E = 12 V, calculer
u(2) (en secondes), arrondi & 1072 prés, et interpréter.

Résolution
1) RCx u'+u=Es'écrit u' + (1/(RC)) x u = E/(RC), de laforme ay'+ by =c(t)aveca=1, b= 1/(RC) et c(t) =




E/(RC), constante ici.

2) RC = 1000 x 2x107* = 2 (en secondes). u(2) = 12 x (1 - e*(-2/2)) = 12 x (1 - e*(-1)) = 12 x (1 - 0,3679) =
12 x0,6321 =7,59 V.

Aprés 2 secondes (soit une durée égale a la constante de temps RC), la tension aux bornes du condensateur
atteint environ 7,59 V, soit environ 63 % de la tension finale E = 12 V, résultat caractéristique de la charge
d'un condensateur a travers une résistance.

Applications métiers (Travaux Publics) : Modélisation de phénomeénes continus : charge/décharge d'un condensateur, tassement
différé d'un sol, refroidissement d'un matériau (béton en cours de prise), vibrations amorties d'un ouvrage.



Exercices d'application

Ex. J1 — Refroidissement d'une dalle de béton

Enoncé
L'écart de température 6(t) (en °C), entre une dalle de béton en cours de refroidissement et I'air ambiant, vérifie ' =
-0,15 6 avec 6(0) = 20.

1) Résoudre cette équation différentielle.

2) Calculer, arrondi & 1072 prés, le temps nécessaire pour que I'écart de température descende a 5 °C (on pourra utiliser la
fonction In).

Corrigé
1) Solution générale de 8' + 0,156 = 0 : O(t) = K e~(-0,15t). 6(0)=20 donne K=20. Donc 8(t) = 20 e”(-0,15t).

2) On cherche t tel que 20 e”(-0,15t) = 5, soit e”(-0,15t) = 5/20 = 0,25.
En passant au logarithme népérien : -0,15t = In(0,25), donc t = In(0,25) / (-0,15) = (-1,3863)/(-0,15) = 9,24.
L'écart de température descend a 5 °C au bout d'environ 9,24 heures.

Ex. J2 — Oscillations amorties d'un plancher provisoire

Enoncé
Les vibrations d'un plancher provisoire de chantier, soumis a une excitation, sont modélisées par y" + 2y' + 5y = 0.

1) Ecrire I'équation caractéristique associée et calculer son discriminant.
2) Résoudre |'équation caractéristique dans C et en déduire la forme de la solution générale de I'équation différentielle.

Corrigé
1) Equation caractéristique : r2+ 2r+5=0. A= 2% - 4x1x5=4 - 20 =-16 < 0.

2) V(-A) = V16 = 4. Racines : r = (-2 £ 4i)/2 = -1+ 2i (soita = -1, B = 2).
Les racines étant complexes conjuguées, la solution générale de I'équation différentielle est :

y(t) = e”(-t) (K, cos(2t) + K, sin(2t)), K, et K, étant des constantes réelles déterminées par les conditions initiales. On
reconnait une oscillation amortie, de pseudo-pulsation 2 rad/s, I'amortissement étant d'autant plus rapide que le
coefficient de e”(-t) est marqué.



Evaluation de fin de module (QCM)

Question 1. La solution générale de I'équation différentielle ay' + by = 0 (a # 0) est de la forme :
A y(t) =Kt

B. y(t) = K e®(-(b/a)t) v (réponse correcte)

C. y(t) =K sin(t)

D. y(t) = K/t

Explication : L'équation homogéne a y' + by = 0 a pour solution générale y(t) = K e”(-(b/a)t).

Question 2. Pour une équation différentielle du 1er ordre, combien de conditions initiales sont nécessaires pour
déterminer une solution unique ?

A. Aucune
B. Une seule v (réponse correcte)
C. Deux

D. Cela dépend du second membre
Explication : La solution générale d'une équation du ler ordre comporte une seule constante : une condition initiale suffit a la
déterminer.

Question 3. Pour une équation différentielle linéaire du 2nd ordre a coefficients constants, si I'équation caractéristique
a un discriminant A < 0 (racines a * i), la solution générale est de la forme :

A. y(t) = K, eMat) + K, e (Bt)

B. y(t) = (Ky + Kyt) e*(at)

C. y(t) = eMat) (K, cos(Bt) + K, sin(Bt)) v (réponse correcte)

D. y(t) = K; cos(at) + K, sin(pt)

Explication : Pour A < 0O (racines complexes conjuguées a + iB), la solution générale est y(t) = e*(at)(K.cos(Bt) + K,sin(Bt)).

Question 4. Dans le modéle de charge d'un condensateur a travers une résistance (circuit RC), I'équation différentielle
obtenue est de quel ordre ?

A. Ordre O

B. 1ler ordre v (réponse correcte)

C. 2nd ordre

D. 3éme ordre

Explication : La charge d'un condensateur a travers une résistance conduit a une équation différentielle linéaire du ler ordre.

Question 5. Un systéme décrit par y" + 2y' + 5y = 0, dont I'équation caractéristique a des racines complexes conjuguées
a partie réelle négative, présente un comportement :

A. Divergent sans oscillation

B. Oscillant amorti (retour progressif a I'équilibre en oscillant) v (réponse correcte)

C. Constant

D. Oscillant d'amplitude croissante

Explication : Une partie réelle négative des racines complexes conjuguées traduit un amortissement : le systéme oscille avec une
amplitude qui décroit progressivement vers 0.



